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Prefacio

Uno de los objetivos de la Sociedad Colombiana de Matematicas (SCM) es el mejoramiento
de la ensenanza y la difusion de las Matemaéticas en nuestro medio. Teniendo presente este
objetivo, la Gobernacion de Antioquia invité a la SCM a disenar un plan de trabajo para
mejorar la ensenanza de las Matematicas en el departamento de Antioquia. Las razones de
esta invitacion se ven reflejadas en los resultados en el area de Matematicas de las pruebas
SABER (mayo de 2012) y de los exdmenes de admision de la Universidad de Antioquia
(mayo de 2012), y en los resultados de la Prueba de Matematicas de Antioquia (Olimpiadas
del Conocimiento, julio de 2012): la nota promedio en Matematicas, después de estos tres
examenes, fue de 1.9 sobre 5.

Con el fin de enfrentar el problema del bajo nivel matematico de los estudiantes de los tul-
timos grados de la educacion secundaria en el departamento de Antioquia, la SCM disend
el “Plan de mejoramiento de la ensenanza y apropiacion de las Matematicas en las insti-
tuciones educativas de Antioquia’. Este texto, que llega hoy a sus manos, es uno de los
muchos productos que el Plan quiere entregarle a Antioquia y hace parte de una coleccion
de cinco textos dedicados a guias de clase, en las areas de Precalculo, Algebra, Aritmética,
Trigonometria-Geometria Analitica y Gemetria Euclidiana. Los textos de la coleccion fueron
escritos para ayudarles a los maestros en la preparacion de sus clases.

Las Matemaéticas son como un edificio. Para que el edificio se sostenga firmemente es necesario
que tenga buenas bases. Los conceptos elementales que se recogen en los textos de esta
colecciéon son so6lo una parte de las bases que debe haber construido, con ayuda de sus
maestros, un alumno de secundaria que aspire a entrar a la Universidad. Se observara que en
ellos se ha tratado de describir en detalle los pasos a seguir en cada tema, ejercicio o problema
propuesto. Pensamos, basados en nuestra propia experiencia, que ésta es una buena manera
de dictar una clase de Matemaéticas. Volviendo a la analogia inicial, asi como un muro del
edificio se construye poco a poco colocando cada uno de los ladrillos que lo componen, la
solucién de un ejercicio o problema matemaético es una sucesioén ordenada de pasos logicos y
coherentes. Si en la construccion del muro faltan ladrillos o hay ladrillos mal colocados es
muy posible que el muro se derrumbe. Si en la solucién de un problema matemaético los pasos
estan mal concatenados o faltan pasos, probablemente la solucién sea incorrecta.
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Asi como un deportista debe dedicar muchas horas diarias a su entrenamiento, para poder
sonar con triunfar, si queremos mejorar nuestra comprension de las Matemaéticas es necesario
hacer muchos ejercicios, que aunque a veces parezcan repetidos siempre nos estaran ayudando
a enfrentar con mayor lucidez la construcciéon del edificio de las Matematicas.

Finalmente es importante senalar que estos textos no pretenden ser un tratado de Peda-
gogia. Mas bien constituyen un conjunto articulado de conocimientos mateméticos que un
docente de secundaria puede ensenar de manera efectiva con el uso de los saberes pedagogicos
adquiridos en su formacién académica. Responden entonces estos textos a nuestra convic-
cién de que si se quiere ensenar bien algo no son suficientes ni las estrategias pedagogicas
utilizadas ni el uso de las nuevas tecnologias informaticas, es indispensable tener previamente
un conocimiento sélido de la materia que queremos ensenar.

Carlos Montenegro
Presidente, Sociedad Colombiana de Matematicas
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Proélogo

Mejorar la ensenanza de las Matematicas siempre es un reto. Los conceptos mateméati-
cos basicos tienen cierto grado de complejidad y en consecuencia es crucial que los textos
matemaéaticos que se escriban para apoyar el proceso de su ensenanza y aprendizaje usen
un lenguaje claro que concentre su atenciéon en los aspectos realmente importantes de estos
conceptos y facilite su comprension.

El presente texto, que sera distribuido en forma gratuita por la gobernacién de Antioquia,
es un conjunto de gufas de clase en Geometria Euclidiana para los maestros de la educacion
secundaria del Departamento de Antioquia, dentro del programa “Antioquia la méas Edu-
cada”, liderado por el Gobernador Sergio Fajardo Valderrama. Consideramos que estas guias
constituyen una sintesis del material que es indispensable presentar en el aula de clase por
parte del maestro. De alli que la exposiciéon hecha en ellas de las nociones de matematicas
bésicas, que deben ser del conocimiento de todo bachiller antes de su ingreso a la universi-
dad, sea lo mas clara posible. Para alcanzar este objetivo hemos reducido la terminologia
matemaética a la estrictamente necesaria y hemos prescindido de temas accesorios, que con-
sideramos no son esenciales para la formacion matematica de los estudiantes y que por el
contrario pueden despertar en ellos un rechazo al estudio de las Matemaéaticas. Insistimos
en que la funcion principal de este material es, de una parte, ayudarle al docente en su
tarea cotidiana de preparacion de clases, y de otra, brindarle al estudiante un resumen de los
conocimientos minimos que debe tener sobre la materia. Es por ello que en lugar de hablar
de libro o de texto hemos preferido usar la palabra “guias” para referirnos a este material.
En la bibliografia los lectores encontraran libros y textos que les permitiran complementar
el conocimiento basico que les brindan estas guias. Los ejemplos que se resuelven han sido
elaborados de manera detallada y cuidadosa, siendo algunos de ellos inspirados en los libros
que se referencian en la bibliografia. Finalmente tenemos la esperanza que las guias de clase,
que hoy ponemos a consideracion de los lectores, mejoren su percepcion de la importancia
de las Mateméticas y de su inmenso poder en la soluciéon de problemas concretos, tanto de
las ciencias naturales como de la vida cotidiana.

Comité Editorial
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Introduccion

Después de escribir las nociones sobre principios basicos de Geometria Euclidiana plana en
20 lecciones, segun el compromiso adquirido antes, nos dimos a la tarea de completar el texto
en forma detallada, incluyendo més teoremas con su demostracion, una serie de ejemplos
resueltos para afianzar la teorfa y problemas propuestos con respuestas para que el lector
pruebe los conocimientos adquiridos.

Pensamos que este texto serd de gran utilidad para los docentes y una guia para los estu-
diantes, sobre todo para aquellos que gustan de una disciplina que ayuda a desarrollar un
pensamiento deductivo y légico, muy necesario en la educaciéon basica y superior.

Agradecemos a la Gobernacion de Antioquia, con su programa "Antioquia la més Educada",
a todos nuestros colaboradores y a la Escuela de Mateméticas de la Universidad Nacional
de Colombia, Sede Medellin por la confianza en nosotras depositada y esperamos poder
contribuir con este grano de arena, para que nuestros jovenes cumplan sus metas, adquiriendo
una educacion de calidad.

Las autoras
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Leccion 1

Puntos y rectas

En esta leccion explicaremos como se trabaja en geometria y cuéles son los instrumentos
basicos para hacer construcciones geométricas. Luego, representaremos graficamente los
términos no definidos de punto, recta y plano y veremos algunas de sus propiedades.

Introduccion

En este curso vamos a trabajar, como en la mayoria de los textos de geometria, con:
1. Ciertos términos bésicos que no los definimos y se dan por entendidos.
2. Otros términos que se definen a partir de los béasicos.

3. Ciertos principios bésicos que no demostramos, que suponemos como ciertos y que se
conocen como postulados o axiomas.

4. Unos resultados que pueden demostrarse en forma logica a partir de los términos basi-
cos, las definiciones y los axiomas, los cuales se conocen como teoremas.

Es importante aclarar que algunos de los resultados que aparecen en este texto como axiomas,
pueden aparecer como teoremas en otros textos, porque éstos pueden estar considerando otro
sistema de definiciones o axiomas, con los que es factible demostrarlos. También aclaramos
que por la extensién del texto hemos dejado sin demostrar muchos teoremas, criterios o
proposiciones. Al final de cada leccion listaremos los no demostrados y el lector puede hacer
el ejercicio de probarlos.

Ademas haremos algunas construcciones geométricas para lo cual requerimos los instrumentos
utiles en el trabajo en geometria que se muestran en la Figura 1.1. Los més usados son la
regla que sirve para trazar lineas rectas y el compas para trazar circunferencias.

Utilizaremos la regla graduada dividida en centimetros y milimetros, para medir distancias
y el transportador para medir angulos. Las escuadras sirven para trazar angulos rectos,
angulos de 45° y dngulos de 30° y de 60°.



Figura 1.1

Punto, recta y plano

Los conceptos de punto, linea y plano son los elementos basicos de la geometria, a partir
de los cuales se construye toda la estructura geométrica y no se definen, se aceptan intuitiva-
mente. A medida que vamos presentando axiomas y probando o enunciando teoremas, estos
elementos basicos de la geometria iran adquiriendo sus propiedades, lo cual nos ir4 ampliando
el entendimiento de ellos.

Aunque estos conceptos no los definimos, los representamos por medio de dibujos. Asi, un
punto lo podemos asociar con la huella que deja el lapiz en el papel; una linea se asocia con
la huella que deja un punto en movimiento y un plano lo podemos asociar con la superficie
de un piso o de un espejo de tamano infinito.

Punto Linea Plano

Figura 1.2

Algunas lineas son la linea recta y la linea curva.



Linea recta Linea curva

Figura 1.3

Vamos a trabajar aqui con puntos, lineas rectas y planos. Estos los representaremos asi:

A

Punto Recta Plano
Figura 1.4

En la Figura 1.4 nos referimos al punto A, a la recta L y al plano P. En general, los puntos,
rectas y planos se denotan por letras mayusculas, aunque también es usual denotar las rectas
con letras minasculas.

Dada una linea recta L y dos puntos distintos A y B sobre ella, podemos hablar también de
la recta AB.

Figura 1.5

Las flechas en los extremos indican que la recta se extiende indefinidamente en ambas direc-
ciones.

Mediante los axiomas siguientes enunciamos dos propiedades muy importantes que involucran
puntos y lineas rectas.

Axioma 1.1

Por dos puntos distintos pasa una tnica linea recta que los contiene, es decir, dos puntos
distintos determinan una tnica linea recta.



Axioma 1.2

Dos lineas rectas distintas en un plano tienen a lo mas un punto en comun.

Figura 1.6

En otras palabras, dos rectas distintas en un mismo plano no tienen puntos comunes o tienen
un unico punto en comun.

Cuando tres o mas puntos estan sobre una misma linea recta decimos que son colineales.
Por ejemplo, los puntos A, B y C de la Figura 1.7 son colineales, pero los puntos A, By D
no lo son.

Figura 1.7

Ejemplo 1.1

En la Figura 1.8,
1. Nombrar cuatro grupos de 3 puntos que sean colineales.
2. Nombrar al menos tres grupos de 3 puntos no colineales.

3. Nombrar dos grupos de 4 puntos entre los cuales no haya 3 que sean colineales.

Figura 1.8



Solucion

1. A, E y C son colineales; A, I’y B son colineales; F', 'y D son colineales y B, C'y D
son colineales.

2. A, F y FE son tres puntos no colineales; E, D y C' son tres puntos no colineales y F, E
y C' son tres puntos no colineales.

3. A, E By D son cuatro puntos de los cuales no hay tres colineales; A, F', C'y D son
cuatro puntos de los cuales no hay tres colineales

Ejemplo 1.2

En la Figura 1.9 nombrar todos los grupos de tres puntos que sean colineales.

Figura 1.9

Solucion

Usando una regla encontramos que A, F'y C son tres puntos colineales; G, D y E son tres
puntos colineales y B, E' y I son tres puntos colineales.

Ejercicios propuestos

1. En cada literal contestar la pregunta, justificando la respuesta.
. Es posible que tres puntos distintos estén sobre una misma linea recta?

. Dos lineas rectas distintas tienen més de un punto en comiin?

)
)
(¢) ;Todas las lineas son rectas?
(d)
) ¢Los teoremas se pueden demostrar?
)

., Cuéles son tres de los instrumentos tutiles para el trabajo en geometria?



2. En la Figura 1.10

(a)
(b)
()

Figura 1.10

Nombrar tres grupos de 3 puntos que sean colineales.
Nombrar al menos tres grupos de 3 puntos que no sean colineales.

Nombrar dos grupos de 4 puntos entre los cuales no haya 3 colineales.

Respuestas

1. (a)
(b)
()
(d)
(¢)

Por dos puntos distintos pasa una tnica linea recta.

Si, cuando los tres puntos son colineales.

No, también hay lineas curvas.

No, dos lineas rectas tienen a los mas un punto en comun.

Si, los teoremas son resultados que se pueden demostrar a partir de los términos
béasicos, las definiciones y los axiomas.

La regla, la escuadra y el transportador.
M, N y P son colineales; M, () y R son colineales; P, S'y () son colineales.

M, N y S son tres puntos no colineales; S, R y () son tres puntos no colineales y
N, S y @ son tres puntos no colineales.

M, S Py R son cuatro puntos de los cuales no hay tres colineales; M, N, Q y S
son cuatro puntos de los cuales no hay tres colineales



Lecciéon 2

Semirrectas y segmentos de recta

Medida y congruencia de segmentos de recta

En esta leccion veremos los conceptos de semirrecta, segmento de recta, medida y congruencia
de segmentos y distancia entre dos puntos.

Semirrecta, segmento de recta

Cualquier punto en una recta la divide en dos partes llamadas semirrectas.

Figura 2.1

Si en la recta de la Figura 2.1 consideramos un punto O, llamado origen 6 extremo de
las semirrectas, tenemos las semirrectas que se denotan por OA y OB, llamadas semirrectas
opuestas.

Una semirrecta tiene origen, pero no tiene fin, se extiende indefinidamente en un sen-
tido.

Una semirrecta, llamada también rayo, se denota usando dos letras maytusculas, una para el
origen y otra para cualquier otro punto distinto del origen contenido en ella, con una flecha
encima de las dos. Por ejemplo, la semirrecta de la Figura 2.2 se denota por C'D.

Semirrecta o rayo @
Figura 2.2



Dados dos puntos A y B de una misma recta, el conjunto de todos los puntos de la recta
situados entre A y B junto con los puntos A y B se llama segmento de recta AB, o
simplemente segmento AB y lo denotamos AB. Los puntos A y B se llaman extremos
del segmento.

Segmento AB
Figura 2.3

Medida de segmentos

Medir un segmento de recta es compararlo con otro que se toma como unidad.

Aunque existen varios sistemas de unidades para medir segmentos, entre otros el sistema
inglés, utilizaremos aqui las unidades del sistema métrico decimal. Dependiendo del objeto
a medir utilizaremos como unidad el milimetro, el centimetro, el metro o el kilémetro, entre
otros, abreviados respectivamente por mm, cm, m'y km.

Existen muchos instrumentos para medir segmentos como las cintas métricas y las reglas
graduadas. FEn estas lecciones usaremos una regla graduada en centimetros y milimetros,
que se coloca sobre el segmento haciendo coincidir el 0 de la regla con uno de los extremos del
segmento. El ntamero en la regla que senala el otro extremo del segmento es su medida.

La medida de un segmento AB se denota por m(AB).

Teniendo en cuenta que suponemos el uso de una regla graduada en centimetros y milimetros,
podemos establecer el axioma siguiente.

Axioma 2.1

A cada segmento de recta le corresponde un tnico niimero real positivo, que representa su
medida.

Ejemplo 2.1

Medir, utilizando una regla graduada, los siguientes segmentos de recta:



Figura 2.4

Solucion

1. m(AB)

I
)
3

2. m(CD)

2,5cm

3. m(EF) =2em 4. m(GH) = 3em

Figura 2.5

Observamos que los segmentos AB y GH tienen la misma medida.

Ejemplo 2.2

Trazar, en cada numeral, un segmento de recta cuya medida sea:

1. 3cm.

2. —cm.
20m

3. 5,7Tcm.



4. 0,4dm.

5. 0,01 m.
Solucién
1. m(AB) = 3¢m 2. m(CD)=1/2em 3. m(EF) =5,Tcm
4. m(GH) =0,4dm = 4cm 5 m(JK)=0,0lm=1cm
Figura 2.6
Ejemplo 2.3

Medir, utilizando una regla graduada, los segmentos de recta de la Figura 2.7.

Figura 2.7
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Solucion

m(AB) = 4cem, m(CD)=1.5¢m, m(EF)=1.7cm m(GH) = 3.5cm.
(AB) , m(CD)=1,5em, m(EF) =1, y m( ,
Figura 2.8

Congruencia de segmentos

Dos segmentos de recta son congruentes si tienen la misma medida.

Si AB y CD son dos segmentos congruentes, escribimos
AB = CD.

Graficamente senalamos los segmentos congruentes como se muestra en la Figura 2.9.

AB=CD EF=GH TJ=KL
Figura 2.9

Nota 2.1

Observemos que si pudiéramos levantar, por ejemplo, el segmento AB del papel y llevarlo
sobre el segmento C'D, sus extremos coincidirian. Por eso, en algunos textos se dice que
dos segmentos son congruentes si al superponer el uno sobre el otro ellos coinciden comple-

tamente.

Podemos determinar cuando dos segmentos son congruentes utilizando la regla graduada para

comparar sus medidas u, otra forma, quizas mas préctica es la de utilizar el compés.

ello, por ejemplo, si queremos comparar los segmentos AB y C'D de la Figura 2.9, hacemos

lo siguiente:

1. Colocamos la punta del compés sobre el punto A y abrimos o cerramos el compés hasta

colocar la punta de grafito (la que escribe) sobre el punto B.

2. Levantamos el compés y colocamos su punta sobre el punto C. Si al girar el compés
la punta de grafito pasa sobre el punto D, entonces concluimos que AB y CD son
congruentes. Si la punta de grafito no pasara sobre el punto D, los segmentos no

serian congruentes.

11



Ejemplo 2.4

Los segmentos siguientes son congruentes:

AB=CD=FEF
Figura 2.10

Comprobar que efectivamente los segmentos son congruentes utilizando primero una regla
graduada y luego el compés.

A continuacién enunciamos una propiedad importante de los segmentos de recta.
Axioma 2.2

La distancia mas corta entre dos puntos es la medida del segmento de recta que los une.

Nota 2.2

Observemos que A y B pueden estar unidos por una linea curva o por segmentos de recta
consecutivos, como se muestra en la Figura 2.11, pero el camino mas corto para ir de A a B
es el segmento de recta AB que los une.

Figura 2.11

Llamamos distancia entre dos puntos A y B a la medida del segmento de recta AB que los
une.

12



Ejercicios propuestos

1.

Medir, utilizando una regla graduada, los siguientes segmentos:

Figura 2.12

2. En cada literal, trazar un segmento de recta con la medida dada.

(a) 3em. (b) 0,5dm. (c) 2—15m. (d) 2,5cm.

3. Trazar, usando el compés, un segmento congruente al segmento AB y otro congruente

al segmento EF del Ejercicio 1.

Respuestas

1.

En la Figura 2.13 se muestran los segmentos dados con sus medidas.

m(EF) =6cm m(GH) =2cm
Figura 2.13

2. En la Figura 2.14 se muestran los segmentos pedidos.

13



(a) m(AB) = 3cm (b) m(CD) =0,5dm = 5cm

(c) m(EF) = %m =4dcm (d) m(GH) = 2,5¢em

Figura 2.14

3. En la Figura 2.15 se muestran los segmentos pedidos.

A'B' '~ AB E'F' ~ EF
Figura 2.15
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Leccién 3

Punto medio de un segmento

Operaciones con segmentos de recta

En esta leccion veremos el concepto de punto medio de un segmento y cémo hallarlo mediante
una construccion geométrica utilizando la regla y el compéas. Ademas veremos las operaciones
con segmentos de recta.

Punto medio de un segmento

El punto sobre un segmento de recta que lo divide en dos segmentos congruentes se llama
punto medio del segmento.

M punto medio de AB
AM = MB

Figura 3.1

Comprobar, usando la regla graduada, que efectivamente M es el punto medio de AB, en la
Figura 3.1.

Construccion 3.1
;. Coémo hallar el punto medio de un segmento de recta?

Para hallar el punto medio de un segmento de recta AB, utilizando regla y compés, procede-
mos como sigue:

1. Colocamos la punta del compés en A y con una abertura un poco mayor que la mitad
de la medida del segmento, trazamos un arco apropiado que corte el segmento.

2. Colocamos la punta del compas en B y con una abertura igual a la anterior, trazamos
otro arco que corte al primero en dos puntos, que llamaremos C'y D.

3. Con la regla trazamos el segmento de recta CD. El punto de corte M del segmento
CD con el segmento AB es el punto medio del segmento AB.
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Paso 1 Paso 2 Paso 3
Figura 3.2

Ejemplo 3.1

1. Hallar el punto medio M del segmento AB de la Figura 3.3, cuya medida es 4cm, y
sin usar regla decir cuél es la medida de M B.

2. Hallar el punto medio M del segmento GH de la Figura 3.3, cuya medida es 3,5¢cm, vy
sin usar regla decir cuél es la medida de M H.

Figura 3.3

Solucién

1. Hallamos el punto medio M del segmento AB, utilizando regla y compés.

Figura 3.4

Como M es el punto medio de AB, M divide a AB en dos segmentos congruentes AM
__ 4
y M B, luego cada uno de ellos mide 5= 2.

Por tanto, m(M B) = 2 cm.
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2. Hallamos el punto medio M del segmento G H, utilizando regla y compas.

Figura 3.5

Como M es el punto medio de GH, GM = M H y cada uno de ellos mide % =1,75.

Por tanto, m(MH) = 1,75 cm.

Operaciones con segmentos de una misma recta

Asi como realizamos operaciones con nimeros reales, podemos definir las siguientes opera-
ciones con segmentos de una misma recta:

e Suma de segmentos: si A, B y D son puntos colineales, como se muestra en la
Figura 3.6, la medida del segmento AD se puede obtener sumando las medidas de los
segmentos AB y BD asi

m(AD) = m(AB) + m(BD).

AD = AB+ BD

Figura 3.6

Se dice que AD es la suma de los segmentos AB y BD.

Si lo que queremos es sumar dos segmentos AB y C'D que estan sobre una misma recta,
se coloca uno a continuacion del otro, como se muestra en la Figura 3.7.
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AD =AB+CD

Figura 3.7

Se dice que AD es la suma de los segmentos AB y CD.
Ejemplo 3.2

Si AB y CD son dos segmentos de una misma recta cuyas medidas son 4cm y 3em
respectivamente, hallar AD = AB + C'D y su medida.

Solucion

m(AD) = m(AB) +m(CD) = 4cm +3em = Tem.

Para hallar el segmento AD = AB + CD colocamos el segmento C'D a continuaciéon
del segmento AB como se muestra en la Figura 3.8.

Figura 3.8

Procediendo de la misma forma podemos sumar 3 o mas segmentos de una misma recta.

e Resta de segmentos: si AB y C'D son dos segmentos de una misma linea recta tales
que la medida del segmento AB es mayor que la medida del segmento C'D, para restar
el segmento C'D del segmento AB se coloca C'D sobre AB sobre una misma recta, de
manera que coincidan en uno de sus extremos como se muestra en la Figura 3.9.
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DB =AB—-CD

Figura 3.9

El segmento diferencia DB es el segmento que une los extremos no coincidentes, y su
medida es

m(DB) = m(AB) — m(CD).

Ejemplo 3.3

Sean AB y C'D segmentos de una misma recta cuyas medidas son 4 cm y 3 cm respec-
tivamente. Hallar DB = AB — C'D y su medida.

Solucién
m(DB) = m(AB) —m(CD) = 4em —3em = 1em.

Para hallar el segmento DB = AB — C'D colocamos el segmento C'D sobre AB de tal
manera que C' coincida con A como se muestra en la Figura 3.10.

Figura 3.10

e Producto de un segmento por un ntimero real positivo: el producto de un
segmento AB por un nimero real positivo r es un nuevo segmento que denotamos por
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r(AB) cuya medida es
r(m(AB)).

El segmento r(AB) esta colocado sobre la misma recta que contenia a AB y es mas
grande que AB si r es un niimero mayor que 1 o mas pequeno que AB si r es un nimero
menor que 1.

Ejemplo 3.4

_ 1
Sea AB un segmento que mide 2c¢m. Hallar AF = 3AB y AG = Z(AB) y sus medidas.
Soluciéon
S S - 1 — 1 1

m(AF) =3m(AB) =3(2) =6cm y m(A ):Zm( B):Z(2):§cm.

Figura 3.11

AF es un segmento cuya medida es 3 veces la medida de AB o sea 6 cm vy AG es un segmento

— 1
cuya medida es la cuarta parte de la medida de AB o sea 5 cm-

Ejercicios propuestos

1. Utilizando regla y compas, hallar el punto medio de cada uno de los siguientes segmen-
tos:

Figura 3.12

2. Si AB, CD y EF son los segmentos del Ejercicio 1., hallar:
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(d) m(2AB).

(e) m (gﬁ)

3. Si AB y EF son los segmentos del Ejercicio 1., hallar AB + EF y AB — EF.

4. Consideremos los segmentos M N y OP de la Figura 3.13.

Figura 3.13

En cada literal hallar los segmentos pedidos y sus medidas:

(a) MN + OP.
(b) MN — OP.
Respuestas

1. En la Figura 3.14 se muestran los puntos medios pedidos.

M punto medio de AB N punto medio de C'D R punto medio de EF
Figura 3.14

2. (a)
b)
(c) 3em.
(d) 12¢em.

(a) 6¢em, 5em y 3em.
(

11 em.
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(e) 5em.

3. En la Figura 3.15 y en la Figura 3.16 se muestran los segmentos pedidos.

AF = AB+ EF
Figura 3.15

FB=AB—-FEF.
Figura 3.16

4. Estas operaciones no pueden hacerse porque los segmentos dados no estan sobre la
misma linea recta.
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Leccion 4

Operaciones con segmentos de recta

Ejercicios

En esta leccion resolveremos algunos ejercicios en los que se combinan las operaciones de suma
y resta de segmentos y de producto de un segmento por un ntmero real positivo.

Ejemplo 4.1

Usando los segmentos de la Figura 4.1 cuyas medidas son m(AB) = 4cm, m(CD) = 1,5 cm,
m(EF) =1,7cm,y m(GH) = 3,5cm, hallar, en cada literal, los segmentos pedidos.

Figura 4.1

1. AB+CD+ EF +GH.
2. GH — EF.

3. (AB+CD) - GH.

4

. 2CD.

H——
5. - EF.
3

Solucion

1. AB+CD+ EF+GH = AH.

Figura 4.2

m(AH) = m(AB) + m(CD) + m(EF) + m(GH)
—4+1,54+1,7+3,5
—10,7.

Luego, m(AH) = 10,7 cm.
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2. GH - EF =FH.

Figura 4.3

m(FH)=m(GH) — m(EF)

=3,5—-1,7
~1,8.
Luego, m(FH) = 1,8cm.
3. (AB+CD)— GH = AD — GH = HD.

Figura 4.4

m(HD) = m(AD) — m(GH)
— (m(AB) + m(CD)) - m(GH)
— (441,5)— 3,5
=95,5—-3,5

Figura 4.5

CR es tal que m(CR) = 2m(CD) = 2(1,5) = 3.
Luego, m(CR) = 3 cm.

5. E—Rzgﬁ.

ER es tal que m(ER) = gm(ﬁ) _ §<1, 7) = 2,83

Luego, m(ER) = 2,83 cm.

Figura 4.6

24



Ejemplo 4.2
Dados los puntos R, T, S'y V' de la Figura 4.7
1. {Cual es la distancia de R a V7
2. (Es m(RS) + m(SV) = m(RV)? ;Por qué?

3. Hallar m(RT) +m(TS) + m(SV). (Es esta cantidad igual a m(RV)?

Figura 4.7

Solucion

1. La distancia de R a V' es m(RV') = Tcm.

Figura 4.8

2. m(RS) =4em; m(SV) =3cem. Ast, m(RS) +m(SV)=4+3="17.
Luego, m(RS + SV) = Tem.
m(RS) +m(SV) es igual a m(RV) porque R, Sy V son colineales y RV = RS + SV.

3. m(RT) +m(TS) +m(SV) =2+2+3=Tcm. Esta medida es igual a m(RV) porque
R, T, Sy V soncolinealesy RV = RT'+ TS + SV.
Ejemplo 4.3

Si los puntos A, B, C'y D de la Figura 4.9 son colineales y AB =2 C'D, probar que AC =
BD.

Figura 4.9

Solucién
m(@) + m(m) = m(m) + m(C_D) (4.1)

Como AB = CD entonces m(AB) = m(CD) y sustituyendo en 4.1 tenemos

m(CD) +m(BD) = m(AC) +m(CD).
Luego, m(BD) = m(AC).
Por tanto, BD = AC.
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Notas 4.1

1. Observamos que las operaciones para segmentos que hemos definido, se restringen a
segmentos que estan sobre una misma linea recta, es decir, segmentos colineales. Mas
adelante, cuando expliquemos el concepto de lineas paralelas, las operaciones hechas
aqui para segmentos colineales son validas también para segmentos paralelos. Si los
segmentos no son paralelos no tiene sentido hablar de su suma.

2. Para simplificar la escritura utilizaremos la notacién de segmento para representar
tanto el segmento como su medida. En cada caso, el texto completo nos va a permitir
interpretar correctamente en qué sentido se utilizan los simbolos.

Por ejemplo, podemos escribiri_B = bcm, para decir que la medida dei_B es igual
a 5cm en lugar de escribir m(AB) = 5c¢m.  También podremos escribir AB + CD =
18 em, para indicar que la suma de de las medidas de AB y C'D es 18 c¢m.

Ejercicios propuestos

En cada numeral, usando los segmentos de la Figura 4.10 cuyas medidas son MN = 3cm,
OP =2cm y QR = 4 cm, hallar los segmentos pedidos y sus medidas.

Figura 4.10

1. MN + OP.
QR - OP
MN + OP — QR

MN +30P — 2QR

l—— 1—
5. =MN — -OP
3 2

- W N

Respuestas

1. MN +OP = 5cm.

Figura 4.11

2. QR — OP =2cm.
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Figura 4.12

3. MN +OP — QR = 1cm.

Figura 4.13

4. Llamemos QT = 2QR = 8cm v OS = 30P = 6 cm, entonces
MN 4 30P —2QR = MN +0S — QT = 1cm.

Figura 4.14

1——  1—

Figura 4.15

Observemos que los segmentos a restar tienen la misma medida, entonces al restarlos
obtenemos un segmento de medida 0.
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Lecciéon O

Planos

En esta lecciéon veremos algunos axiomas y teoremas relacionados con el plano y los conceptos
de puntos, semirrectas y rectas coplanares, ademas de las posiciones relativas de dos planos
y de un plano y una recta.

Iniciaremos con un axioma y dos teoremas que nos enuncian algunas propiedades importantes
del plano. Una buena imagen que nos aproxima al concepto de plano es la superficie de un
piso o de una pared, sin embargo debemos entender que un plano se extiende infinitamente
en todas las direcciones.

Axioma 5.1

Por tres puntos no colineales pasa uno y sélo un plano.

Figura 5.1

Una recta en un plano lo divide en dos regiones llamadas semiplanos.

Figura 5.2
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En la Figura 5.2 la recta AB divide al plano en dos semiplanos. El punto C' y el punto D
estan en dos semiplanos diferentes respecto a la recta AB.

Los siguientes teoremas nos dan las condiciones minimas para determinar un plano.
Teorema 5.1

Una recta y un punto exterior a ella determinan un plano y s6lo uno.

Figura 5.3

Prueba

Dos puntos de la recta y el punto exterior a ella son tres puntos no colineales que, por el
Axioma 5.1, determinan un plano y sélo uno.

Teorema 5.2

Dos rectas distintas que tienen un solo punto en comiin determinan un plano y sélo uno.

Figura 5.4

Prueba

Si tomamos el punto en comun y un punto diferente en cada una de las rectas, tenemos tres
puntos no colineales que, por el Axioma 5.1, determinan un plano y s6lo uno.

Notas 5.1

1. Si cuatro o més puntos estan localizados en un mismo plano se dice que ellos son
coplanares.
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En la Figura 5.5,
A, B, C'y D son puntos coplanares.

A, B, C'y P no son puntos coplanares.

Figura 5.5

2. Si dos o mas rectas o semirrectas estan localizadas en un mismo plano se dice que son

coplanares.
En la Figura 5.6,
m y n son rectas coplanares.
m, n'y r son rectas coplanares.
m y s no son rectas coplanares.
Figura 5.6
Ejemplo 5.1

. Por qué una mesa de cuatro patas puede cojear en el piso mientras que una de tres patas
siempre esta firme?

Solucion

Porque tres puntos diferentes determinan un tnico plano que los contiene y cuatro pun-
tos pueden o no ser coplanares. Por esta razon se usan tripodes en fotografia y en to-
pografia.

Veremos a continuacion las posiciones relativas de dos planos y de una recta y un plano.

Posiciones relativas de dos planos

Dos planos distintos tienen a lo méas una recta en comun.
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Figura 5.7

En otras palabras, dos planos distintos no tienen puntos comunes o tienen una recta en comun
como se muestra en la Figura 5.7

Posiciones relativas de una recta y un plano

Consideremos una recta m y un plano P.

1. Si la recta m esté localizada en el plano P entonces todos los puntos de la recta m son
puntos del plano P.

En la Figura 5.8, todos los puntos de la recta
m son puntos del plano P.

Figura 5.8

2. Si la recta m corta al plano P en un punto, digamos R, entonces la recta y el plano
tienen un dnico punto en comin que es R.
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En la Figura 5.9, R es el tnico punto en
comun de la recta m y el plano P.

Figura 5.9

3. Si la recta m no esta localizada en el plano, ni lo corta en un punto, entonces la recta
m y el plano P no tienen puntos en comun.

En la Figura 5.10, la recta m y el plano
P no tienen puntos en comun.

Figura 5.10

En otras palabras, un plano y una recta que no esté localizada en el plano tienen a lo mas
un punto en comun.

Ejercicios propuestos
1. En cada literal contestar la pregunta, justificando la respuesta.
(a) ¢Tres puntos no colineales siempre son coplanares?
(b) ¢Dos planos distintos se cortan en un tnico punto?

d

)
)

(¢) ¢Una recta corta un plano en dos puntos?

(d) ;Dos lineas rectas distintas tienen mas de un punto en comun?
)

(e) ¢{Dos rectas coplanares pueden tener un punto en comun?
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(f) ¢{Un semiplano es el punto de corte de una recta y un plano?

2. En la Figura 5.11

(a)
(b)
()

Figura 5.11

Nombrar al menos tres grupos de 4 puntos que sean coplanares.
Nombrar al menos tres grupos de 4 puntos que no sean coplanares.

Nombrar dos grupos de 5 puntos de los cuales 4 no sean coplanares.

Respuestas

1. (a)

Si, de hecho determinan un dnico plano.

No, dos planos distintos o no tienen ningin punto en comidn o se cortan en una
linea recta.

No, si una recta corta un plano lo hace en un tnico punto.

No, dos lineas rectas tienen a los mas un punto en comin.

Si, dos rectas coplanares pueden tener un punto en comin o ninguno.

No, un semiplano es una regiéon del plano determinado por una recta en el plano.

R, S, T y U son coplanares; R, S, Ty W son coplanares; R, T, U y W son
coplanares.

V, R, Sy T son cuatro puntos no coplanares; P, .S, T'y U son cuatro puntos no
coplanares y V', P, S y T son cuatro puntos no coplanares.

V, R, S, Py T son cinco puntos de los cuales no hay cuatro coplanares; V', R, T',
U y P son cinco puntos de los cuales no hay cuatro coplanares.
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Leccion O

Angulos. Medida de angulos

En esta leccion trabajaremos el concepto de éngulo, sus partes y como hallar su medida
usando el transportador.

Un angulo es la abertura formada por dos semirrectas, o rayos, que tienen un extremo

comun. Si O es el extremo comin de las semirrectas OA y OB, las semirrectas se llaman
lados del dngulo y el punto comiin O se llama vértice del angulo.

Las semirrectas OA y OB dan lugar a dos angulos, como se muestra en la Figura 6.1. Sin
embargo, si no se da una explicaciéon adicional, consideraremos el de menor abertura.

Figura 6.1

Un angulo se puede denotar usando tres letras mayusculas, con la letra del vértice en la
mitad. Por ejemplo, el angulo de la Figura 6.1 se denota por ZAOB 6 ZBOA. También se
puede denotar con una letra griega « (alfa), 5 (beta), v (gamma), ..., con un namero 1, 2, 3,
...0 con una letra mindscula a, b, ¢, ..., que se coloca al interior del angulo. Asi, el angulo
de la Figura 6.1 también se puede denotar por Za. Cuando no haya lugar a confusion, se
denota por la letra mayuscula del vértice, en este caso, ZO.

Algunas veces en vez del simbolo de &dngulo escrito a la izquierda se usa un el simbolo de
angulo colocado sobre las letras. Asi, por ejemplo, el angulo ZAOB también se denota por
AOB.

Medida de angulos

Medir un adngulo es compararlo con otro que se toma como unidad.

Aunque existen varios sistemas para medir angulos, utilizaremos aqui el sistema sexagesimal,
cuya unidad es el grado.

35



Para explicar el concepto de grado, veamos primero el de circunferencia.

Sea O un punto de un plano dado y r un ntmero real positivo. La circunferencia con
centro O y radio r es el conjunto de todos los puntos del plano que estan a la distancia r
del punto O.

En otras palabras, la circunferencia es el conjunto de puntos de un plano, que "equidistan"
de otro punto del plano, llamado centro de la circunferencia.

Si dividimos una circunferencia con centro en un punto O en 360 partes iguales, un angulo
de un grado, que denotamos por 1°, es el angulo cuyo vértice es O y cuyos lados cortan

dos divisiones consecutivas de la circunferencia. FEn la Figura 6.2 se ilustra un angulo de
1°.

Figura 6.2

1° se divide en 60 partes iguales llamadas minutos y, a su vez, un minuto se divide en 60
partes iguales llamadas segundos.

Lo anterior se denota, por ejemplo, para un angulo de 43 grados, 15 minutos y 17 segundos,
por 45° 15" 177,

Estas divisiones del édngulo se usan cuando se requieren medidas muy precisas como en
astronomia y en navegacion maritima o espacial.

La medida de un angulo « se denota por m(Z«).

Teniendo en cuenta estas divisiones de la circunferencia y que tomamos la menor abertura
limitada por dos rayos, podemos establecer el axioma siguiente.

Axioma 6.1
A cada angulo le corresponde un tinico namero real entre 0 y 180.

Con base en la definicién, un édngulo cuyos dos lados coinciden mide 0° y se llama adngulo
nulo. Cuando los lados del angulo son dos semirrectas opuestas, el angulo mide 180° y se
llama angulo llano. Estos angulos se ilustran en la Figura 6.3

Angulo nulo Angulo llano
m(LAOB) = 0° m(£LAOB) = 180°
Figura 6.3

Para medir angulos usamos el transportador.

Para medir un ZAOB usando el transportador, colocamos éste sobre el angulo de tal forma
que el centro del semicirculo del transportador coincida con el vértice del &ngulo y uno de los

36



lados, digamos 0—1)4, coincida con el radio que pasa por 0°, como se muestra en la Figura 6.4.
El lado OB, o su prolongacién, coincidiré con una division del semicirculo del transportador
o caera entre dos divisiones, obteniendo asi sobre la escala del transportador el ntimero exacto
o aproximado de grados que mide el dngulo.

m(£LAOB) = 40°
m(£LAOC) = 60°
m(LAOF) ~ 112°
m(ZAOD) = 140°
m(ZLAOE) = 180°

Figura 6.4

Ejemplo 6.1

Usando el transportador medir los dngulos de la Figura 6.5.

Figura 6.5

Solucion

Para medir los angulos dados colocamos el transportador como se muestra en la Figura
6.6.

m(£LAOB) = 40° m(ZLa) = 90° m(£1) = 132°

Figura 6.6

—
Para dibujar un ZAOB de una medida dada, trazamos una semirrecta OA y sobre ella
colocamos el transportador de tal manera que su centro coincida con el punto O y el radio que
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pasa por 0° esté sobre la semirrecta. Ubicamos en el transportador la divisiéon correspondiente
al niimero de grados requerido, senalamos ese punto en el papel y lo llamamos B. Retiramos
el transportador y trazamos la semirrecta OB. El ZAOB es el angulo pedido.

Ejemplo 6.2
Usar regla y transportador para trazar los dngulos cuyas medidas son:
1. 45°.
2. 32°.
3. 69°.
4. 90°.
Solucién

En la Figura 6.7 se muestran los angulos pedidos y sus medidas.

m(La) = 45° m(£0) = 32° m(£LAOC) = 69° m(ZLy) = 90°
Figura 6.7

Ejemplo 6.3

En la Figura 6.8, encontrar la medida en grados de cada uno de los siguientes dngulos:

/BAC , /DAF

/CAD , /LCAE,
/DAE , /BAF
/EAF |, /EAB.

Figura 6.8

Soluciéon

Los angulos pedidos tienen las siguientes medidas:

/BAC =20° , ZCAD =40° , /ZDAE =60° , ZFEAF =060°
LDAF =120° , ZCAE =100° , ZBAF =180° , ZEAB =120°.
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Ejemplo 6.4

Usando el transportador trazar los angulos cuyas medidas son: Za = 43°, Zf = 17°, £y =
92° /6 = 125° y L6 = 153°.

Solucion

Usando regla y transportador trazamos los angulos pedidos, los cuales se muestran en la
Figura 6.9.

Lo = 43° LB =17° Ly =92°

/0 = 125° /6 = 153°
Figura 6.9

Ejemplo 6.5

1. En la Figura 6.10, hallar la medida de los siguientes angulos:

LA

/4B
ZBCA
ZBCD.

Figura 6.10

2. En la Figura 6.11, hallar la medida de los siguientes angulos:
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Lo
4B

Z4.
Figura 6.11

3. En la Figura 6.12, hallar la medida de los siguientes angulos:

/1
£2
3
Z4
Z5.

Figura 6.12

Solucién
Los angulos pedidos tienen las siguientes medidas:
1. ZA=70° |, 4ZB=70° , ZBCA=40° , ZBCD = 140°.
2. Za=100° , ZB=60° , ZLy=140° , Zj=60°.
3. Z1=100° |, Z2=110° , Z3=90° , Z4=140° , Z5=100°.

Ejercicios propuestos

1. En cada literal trazar, usando la regla y el transportador, un angulo con la medida
dada.

2. En la Figura 6.13, hallar la medida de los siguientes angulos:
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/ZBOC |, ZAOD
/0O0BA , /ZBAO
/ZBAC , ZADC |
/ZDCB , ZCBA |
Lao ,  ZP.

Figura 6.13

Respuestas

1. En la Figura 6.14 se muestran los 4ngulos pedidos.

La = 15° /B = 37° /= 90°

2o =10° 29 = 143°
Figura 6.14

2. ZBOC =80° , /AOD =80° |,
Z/OBA=40° |, /BAO =40° |
/BAC =40° , /ADC =100° |,
/DCB =100° , /CBA=80° |,
Za=40° | /B =A40°.
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Leccion 7

Congruencia de angulos. Bisectriz de un angulo

En esta leccion trabajaremos el concepto de congruencia de angulos y haremos una construc-
cion geométrica para trazar un angulo congruente con un angulo dado. Veremos ademés el
concepto de bisectriz de un dngulo. Terminaremos la lecciéon usando la regla y el compas
para dividir un angulo en dos angulos congruentes, trazando asi la bisectriz del angulo.

Congruencia de angulos

Dos angulos son congruentes si tienen la misma medida.

Para denotar que dos angulos ZAOB y ZDOC' son congruentes escribimos

/ZAOB = /DOC.

Los angulos ZAOB y ZDOC de la Figura 7.1 son congruentes.

Figura 7.1

Usando el transportador podemos comprobar que el ZAOB es congruente con el ZCOD.
Nota 7.1

Observemos que si pudiéramos levantar, por ejemplo, el dngulo ZAOB del papel y llevarlo
sobre el angulo ZC'OD, sus lados y el vértice coincidirian. Por eso, en algunos textos se
dice que dos angulos son congruentes si al superponer el uno sobre el otro ellos coinciden
completamente.

Graficamente senalamos los angulos congruentes como se muestra en la Figura 7.2.
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/A~ /B La= /LB /AOB = /COD
Figura 7.2

Construccion 7.1
{Coémo trazar un angulo congruente con un angulo dado?
Dado el ZAOB, para trazar otro ZC'O'D’ congruente con él, procedemos como sigue:

1. Utilizando la regla, trazamos una semirrecta con origen en ', que sera uno de los lados
del dngulo a trazar.

2. En el ZAOB colocamos la punta del compéas en O y trazamos un arco que corte los dos
lados del angulo en puntos que llamaremos C'y D. Con la misma abertura y colocando
la punta del compas en O’ trazamos un arco que corte la semirrecta en un punto que
llamaremos C".

3. Colocamos la punta del compas en C' y abrimos el compéas hasta que el otro extremo
coincida con D. Conservando la abertura del compas, colocamos la punta en C’ y
trazamos un arco que corte al que habiamos trazado anteriormente, en un punto que
llamaremos D’.

S
4. Con la regla trazamos la semirrecta O'D’. El ZC'O’'D’ es congruente con el ZAOB.

Paso 1

Paso 2
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Paso 3 Paso 4
£C'0'D' =~ L/AOB
Figura 7.3
Nota 7.2
Cuando usamos este método, también decimos que hemos trasladado el angulo ZAOB.
Ejemplo 7.1

En cada numeral, trazar un angulo congruente con el respectivo angulo de la Figura 7.4.

1. ZA
2. Z/BCD
3. 4B.

Figura 7.4

Solucion

Trazamos los éngulos congruentes con los dngulos dados, como se muestra en la Figura

7.5.

A X /A /B'C'D = /BCD /B~ /B
Figura 7.5
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Bisectriz de un angulo

La bisectriz de un angulo es una semirrecta con origen en el vértice del angulo, que lo
divide en dos dngulos congruentes.

Figura 7.6

La semirrecta 0?” de la Figura 7.6, que es la bisectriz, divide al ZAOB en dos angulos
congruentes, es decir,

LAOC = /BOC.

Comprobar, usando el transportador, que efectivamente O? es la bisectriz de ZAOB en la
Figura 7.6.

Construcciéon 7.2
({Coémo trazar la bisectriz de un angulo?
Para trazar la bisectriz del ZAOB, usando regla y compas, procedemos como sigue:

1. Colocamos la punta del compas en el vértice O y con una abertura conveniente trazamos
un arco que corte los dos lados del d4ngulo en dos puntos que llamaremos C'y D.

2. Colocamos la punta del compas en C'y trazamos un arco que quede entre los dos lados
del angulo.

3. Colocamos la punta del compéas en D y, con la misma abertura del Paso 2., trazamos
un arco que corte al arco anterior en un punto que llamaremos P.

4. Con la regla trazamos la semirrecta ﬁ , que es la bisectriz del ZAOB.

Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4
Figura 7.7

Ejemplo 7.2
Consideremos la Figura 7.4.

1. Usando regla y compés trazar la bisectriz ﬁ del ZABC.
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2. Usando el transportador encontrar m(ZBEA) y m(£BEC).

3. Dividir el segmento AC en dos segmentos congruentes AF y FC. ;Qué podemos
decir de los puntos F y F?

Solucién

1. Usando regla y compés trazamos la bisectriz B? del ZABC, como se muestra en la
Figura 7.8.

Figura 7.8

2. m(£BEA) =90° y m(ZBEC) = 90°.

3. Dividimos el segmento A__C' en dos segmentos congruentes AF y FC, hallando el punto
medio F' del segmento AC, como se muestra en la Figura 7.8.

Los puntos E y F' coinciden.

Ejercicios propuestos

1. Trazar un angulo congruente con el ZAOB y otro congruente con ZCOD de la Figura
7.9.

Figura 7.9
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2. Consideremos la Figura 7.10.

Figura 7.10

(a) Trazar un angulo ZAOB congruente con ZA.

(b) A partir de la semirrecta (ﬁ, a la izquierda de O?, trazar un angulo ZBOC
congruente con /B.

(c) A partir de la semirrecta O?, a la izquierda de O?, trazar un angulo ZCOD
congruente con ZC'.

(d) {Qué podemos decir del angulo ZAOD?

3. Usando la regla y el compés trazar la bisectriz de un angulo llano. Usando el trans-
portador medir cada uno de los dos angulos que resultan.

4. Trazar la bisectriz de cada uno de los angulos de la Figura 7.9.

Respuestas

1. Los dngulos pedidos se muestran en la Figura 7.11.

Figura 7.11

2. Los angulos pedidos se muestran en la Figura 7.12.
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Figura 7.12

El angulo ZAOD es un angulo llano.
3. En la Figura 7.13 se muestra la bisectriz 5ﬁ de un angulo llano ZAOB .

Figura 7.13

Cada uno de los angulos resultantes mide 90°.

4. En la Figura 7.14 se muestran la bisectrices pedidas.

Figura 7.14
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Leccion &

Operaciones con angulos

En esta leccion veremos las operaciones de suma y resta de angulos y el producto de un
angulo por un nimero real positivo.

Asi como realizamos operaciones con segmentos de recta, podemos definir las siguientes
operaciones con angulos:

Suma de angulos

—
Sean OA, O? y O? semirrectas coplanares con el mismo origen O, como se muestra en la
Figura 8.1.

Figura 8.1

La medida del angulo ZAO B se obtiene sumando las medidas de los dngulos ZAOC'y ZCOB,

asl

m(LAOB) = m(£LAOC) + m(£LCOB).
Se dice que el angulo ZAOB es la suma de los angulos ZAOC' y ZCOB y escribimos

LAOB = LAOC + £COB.

Si lo que queremos es sumar dos angulos de un mismo plano Za y Zf, los trasladamos de
tal forma que tengan el mismo vértice y un lado comin intermedio, como se muestra en la
Figura 8.2 y procedemos como acabamos de explicar para hallar la suma.
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Figura 8.2

Ejemplo 8.1

Si Zay £ son dos angulos de un mismo plano cuyas medidas son 42° y 35° respectivamente,

hallar ZAOB = Za + Z y su medida.
Solucién

Para sumar los angulos Za y £ los trasladamos de tal manera que tengan el mismo vértice
y un lado comin como se muestra en la Figura 8.3. Entonces

/AOB = Za + /8

m(LAOB) = m(Za) + m(£f) = 42° + 35° = 77°
Figura 8.3

Procediendo de la misma forma podemos sumar 3 o mas angulos.

Resta de angulos

Para restar dos angulos de un mismo plano, Za 'y Zf, tales que m(Za) sea mayor que m(Zf),
los trasladamos como se muestra en la Figura 8.4. El angulo diferencia es el angulo ZBOC,
y asi

/BOC = Za — /B.
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m(£LBOC) = m(ZLa) — m(£p)
Figura 8.4
Ejemplo 8.2
Sean Zay £ los dngulos del Ejemplo 8.1. Hallar ZBOC = Za — Zf y su medida.
Solucién

Trasladamos los dngulos Za 'y Z como se muestra en la Figura 8.5.

/BOC = Za — /8
m(£LBOC) = m(ZLa) —m(Lp) = 42° — 35° = 7°
Figura 8.5

Producto de un dngulo por un niimero real positivo

El producto de un angulo Z« por un nimero real positivo r es el angulo r(Za) cuya medida
es (m(ZLa)).

Ejemplo 8.3

Sean Za'y Zf los dngulos del Ejemplo 8.1. Hallar 3 (Za) y g (£p) y sus medidas.

Solucién

El angulo 3 (Za) es el angulo cuya medida es 3m(Za) = 3(42°) = 126° y el angulo g(iﬁ)
3 105°

3
es el angulo cuya medida es R (m(£B)) = R (35°) = F = 21°.

Usamos el transportador para trazar estos angulos.
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m(3Za) = 126°
( ) m (géﬂ) = 21°

Figura 8.6

Nota 8.1

Para simplificar la escritura utilizaremos la notacién de angulos para representar tanto el
nombre del angulo como su medida. En cada caso, el texto completo nos va a permitir
interpretar correctamente en que sentido se utilizan los simbolos.

Por ejemplo, podemos escribir Za = 20°, para decir que la medida del dngulo a es igual a
20°, en lugar de escribir m(Za) = 20°. También podremos escribir Za + £ = 180°, para
indicar que la suma de las medidas de Za y Z5 es 180°.

De la misma manera, cuando en una grafica escribimos un niimero en grados en un angulo,
estamos diciendo que esa es la medida del angulo.

Por ejemplo, en la Figura 8.7, el angulo AOB mide 72°, y podemos escribir ZAOB = 72°,
en vez de m(ZLAOB) = 72°.

Figura 8.7

Ejemplo 8.4
SiZLa=43° y Zvy=92° hallar:
1. /v — Za y su medida.
2. 3Za — %47 y su medida.
Solucién

1. 4y — Za es el angulo cuya medida es m(Z£y) — m(Za) = 92° — 43° = 49°.
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Figura 8.8

2. 3Za es el angulo cuya medida es 3m(ZLa) = 3(43°) = 129° y
1 1 1
547 es el angulo cuya medida es §m(47) = 5(920) = 46°.

Entonces,

Figura 8.9

1
3La — 547 = 129° — 46° = 83°.

Ejercicios propuestos
1. Trazar angulos cuyas medidas sean: Lo = 45°, /5 = 12°, /v = 140° y Z6 = 69°.
2. Usando los angulos del Ejercicio 1, hallar:
(a) La+ 4B+ Z§ y su medida.
(b) Zv — Z£0 y su medida.
(¢) £y —2Za y su medida.

1 2
(d) géa + 545 + 2/ y su medida.
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1
() Lao+ £6 — ?47 y su medida.

Respuestas

1. En la Figura 8.10 se muestran los dngulos pedidos.

Figura 8.10

2. (a) En la Figura 8.11 se muestra el d4ngulo pedido cuya medida es 126°.

Figura 8.11

(b) En la Figura 8.12 se muestra el angulo pedido cuya medida es 71°.

Figura 8.12

(c¢) En la Figura 8.13 se muestra el angulo pedido cuya medida es 50°.

Figura 8.13

(d) En la Figura 8.14 se muestra el angulo pedido cuya medida es 85°.
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Figura 8.14

(e) En la Figura 8.15 se muestra el angulo pedido cuya medida es 94°.

Figura 8.15
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Leccién 9

Clasificacién de angulos

En esta leccion veremos la clasificacion de angulos segiin su medida.

Los angulos se clasifican segtin su medida en:
e Angulo agudo: es el angulo que mide menos de 90°.
e Angulo recto: es el angulo que mide 90°.
e Angulo obtuso: es el angulo que mide mas de 90°.

e Angulo llano: es el angulo cuya medida es 180°.

LAOB £ZC0D
Angulo agudo Angulo recto
LFGH LIJK
Angulo obtuso Angulo llano
Figura 9.1
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Ejemplo 9.1

Trazar, usando regla y transportador, y clasificar segiin su medida los édngulos que mi-
den:

1. 35°.
2. 125°.
3. 150°.
4. 90°.
5. 180°.
Solucién

Usando regla y transportador tracemos los angulos:

1. Angulo agudo 2. Angulo obtuso

3. Angulo obtuso 4. Angulo recto 5. Angulo llano

Figura 9.2

El angulo en 1. es agudo porque mide menos de 90°, los angulos en 2. y en 3. son obtusos
porque miden mas de 90°, el &ngulo en 4. es recto porque su medida es 90° y el &ngulo en 5.
es llano porque mide 180°.

Ejemplo 9.2

Hallar la medida de cada uno de los angulos de la Figura 9.3, si ZAOC = 90°, ZAOB = (2x)°
y ZBOC = (3z + 5)°.
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Figura 9.3

Solucion

Como los angulos de la Figura 9.3 forman un éngulo recto, la suma de sus medidas es 90°.
Luego,
2z + (3z +5) = 90.

Resolvamos esta ecuacion:

Sr = 85
x=85/5
Tz = 17.

Sustituyendo x en las expresiones dadas en la Figura 9.3, hallamos la medida de los dos
angulos:
2(17) = 34 y 3(17) +5 =514 5 = 56.

Luego, los angulos de la Figura 9.3 miden 34° y 56°.

Ejemplo 9.3

Hallar ZAOB y ZCOB de la Figura 9.4, si ZAOB = (10z + 7)°, ZCOB = (7Tx + 3)° y los
puntos A, O y C estan en la misma recta.

Figura 9.4
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Solucién

Como LZAOB y ZBOC son angulos con el mismo vértice y un lado comtun intermedio y A, O
y C son colineales, entonces la suma de sus medidas es 180°. Obtenemos asi la ecuacion

(102 4+ 7) + (7z + 3) = 180.
Resolvamos esta ecuacion:

(10z +7) + (T2 + 3) = 180
10z +7+ 72+ 3 =180

172 + 10 = 180
172 =170
x = 10.

Para hallar las medidas de los angulos de la Figura 9.4 reemplazamos x por 10 en cada una
de las expresiones y obtenemos 10(10) + 7 = 107 y 7(10) + 3 = 73.

Luego, la medida del ZAOB es 107° y la del ZBOC' es 73°.

Ejemplo 9.4

En la Figura 9.5, ZAOB es un angulo recto y @ es la bisectriz de ZCOE. Si ZAOC = 20°
y ZEOB = 32°, hallar ZDOB.

Figura 9.5

Solucién
Como ZAOB = 90° entonces
LAOC + LCOE + ZEOB = ZAOB = 90° (9.1)
Como ZAOC = 20° y ZEOB = 32°, sustituyendo en 9.1 podemos hallar ZCOE:
20° + LZCOFE + 32° = 90°
ZCOE =90° — 20° — 32°
= 38°.
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Como O? es la bisectriz del angulo ZCOF entonces ZCOD = ZDOFE y asi

38°

ZDOFE = = 19°.

Luego,
/DOB = /DOFE + ZEOB
=19 + 32°
= 51°.
Por tanto, ZDOB = 51°.

Ejercicios propuestos

1. En la Figura 9.6, AD, BE y C'F son rectas que se cortan en O y ZBOC' es un éngulo
recto.

Figura 9.6

(a) Nombrar cuatro angulos rectos.
(b) Nombrar cuatro angulos agudos.
(¢) Nombrar cuatro angulos obtusos.

2. Si en la Figura 9.7, ZAOD es un éangulo llano y ZAOB = z, /BOC = bx 'y
ZCOD = 4x, hallar la medida de cada uno de estos dngulos.

Figura 9.7
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3. En la figura 9.8, ZAOC es un angulo recto y las medidas de los angulos ZAOB y
/BOC estan en la razéon 7 a 8. Hallar la medida de cada uno de estos angulos.

Figura 9.8

Respuestas
1. (a) LFOB, ZBOC, ZCOFE y LEOF.
(b) LFOA, ZAOB, ZCOD y Z/DOE.
(¢c) LAOC, /BOD, /DOF y ZEOA.
2. ZAOB =18°, ZBOC =90° y LCOD = 72°.
3. LZAOB = 42°, /ZBOC = 48°.
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Leccion 10

Angulos complementarios y suplementarios

Dados dos angulos, en esta leccion veremos como se llaman de acuerdo a la suma de sus
medidas.

Teniendo en cuenta la suma de sus medidas, dos dngulos son:

e Angulos complementarios: si la suma de sus medidas es 90°.

Cada angulo se denomina complemento del otro.

En la Figura 10.1,

LAOB + ZBOC = 90°

ZAOB y ZBOC son angulos
complementarios

ZAOB es el complemento de ZBOC

/BOC es el complemento de ZAOB
Figura 10.1

e Angulos suplementarios: si la suma de sus medidas es 180°.

Cada angulo se denomina suplemento del otro.

En la Figura 10.2,
LAOB + ZBOC = 180°

LZAOB y ZBOC' son angulos suple-
mentarios

ZAOB es el suplemento de ZBOC

Figura 10.2 /BOC es el suplemento de ZAOB

Ejemplo 10.1

1. Si a es un angulo que mide 32°, hallar su complemento y su suplemento. Usando regla
y transportador, dibujar los tres angulos.

2. Hallar el d&ngulo cuya medida es el doble de la de su suplemento.

65



Solucién
1. Llamemos Z el complemento de Za. Entonces,
La+ 25 =90°.

Como Za = 32°, despejemos /5 de la ecuacion anterior y reemplacemos Za:

/B =90° — ZLa
= 90° — 32°
— 58°.

Llamemos Z6 el suplemento de Za. Entonces,
Za+ /60 = 180°.

Despejemos Z6 de la ecuaciéon anterior y reemplacemos Za:

20 = 180° — L«
= 180° — 32°
= 148°.

Luego, el complemento de Za es un angulo cuya medida es 58° y su suplemento es un
angulo que mide 148°.

Utilizando regla y transportador trazamos los tres dngulos:

Lo = 32° £ = 58°

Complemento de Za

/0 = 148°
Suplemento de Za

Figura 10.3
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2. Llamemos x a la medida del suplemento, entonces 2z es la medida del angulo pedido y
la suma de sus medidas es igual a 180°. Esto es,

r + 2x = 180.

Resolviendo esta ecuacion obtenemos 3z = 180 o sea z = 60.

Luego, la medida del angulo pedido es 2(60°) = 120° y la de su suplemento es 180° —
120°, es decir 60°.

Ejemplo 10.2

Si Zay Z son angulos tales que Za = 75°, hallar la medida de Zf si:
1. Za'y Zf son angulos complementarios.
2. Zay Zp son angulos suplementarios.
3. Lay Zp son dngulos congruentes.

Soluciéon

1. Si Za y ZfB son complementarios, entonces Za + £ = 90°. Luego,

B =90° — Lo = 90° — 75° = 15°.

2. Si Za 'y Zf son suplementarios entonces Za+ £ = 180° y asi

/B =180° — La = 180° — 75° = 105°.

3. Si ZLa 'y £ son congruentes, entonces tienen la misma medida y asi
/B =T5°.
Ejemplo 10.3
En la Figura 10.4 si Za = 126°, hallar la medida de Z3 y Z6.

Figura 10.4
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Solucién

En la Figura 10.4 vemos que Za 'y Z60 son suplementarios. Luego, Za+ 26 = 180° y asi
/0 = 180° — Za = 180° — 126° = 54°.

Ademés, observamos que Z60 y /3 son también suplementarios. Luego, Z0 + /8 = 180° y
por tanto,

/P =180° — Z0 = 180° — 54° = 126°.
Luego, los dngulos Z60 y /3 miden 54° y 126° respectivamente.

Observemos que Za 'y Zf tienen la misma medida, esto es, son congruentes.

Ejemplo 10.4

La medida de un angulo es igual a 5/4 de la medida de su suplemento. Hallar los dos
angulos.

Solucién

Sea Za el angulo y sea Zf su suplemento. Entonces

Lo+ £ =180° (10.1)

5
Como Za = Zlﬁ , sustituyendo en 10.1 tenemos que

5
4P+ £ = 180°

9
Z/B = 180°
140 =180
4
/B = ~(180°)
9
— 80°.

Luego, Za = 180° — 80° = 100°.
Por tanto, el 4ngulo pedido y su suplemento miden 100° y 80° respectivamente.
Axioma 10.1

Angulos que tienen complementos o suplementos congruentes, son congruentes.

Ejemplo 10.5

En la Figura 10.5, los angulos ZPAM y ZMAJ son complementarios y ZKAJ y LMAJ
son complementarios. ;Qué podemos deducir de los angulos ZKAJ y ZPAM?
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Figura 10.5

Solucién

Como el déngulo ZM AJ es el complemento del éngulo ZPAM y ala vez es el complemento de
/KAJ, entonces ZPAM y /K AJ tienen el mismo complemento. Luego, /PAM = /KAJ
por el Axioma 10.1.

Ejercicios propuestos

1. El complemento de un angulo mide 10° menos que la quinta parte de su suplemento.
Obtener la medida del dngulo.

2. En la Figura 10.6, si AC'y BD son dos rectas que se cortan en O y ZAOD = 2/A0B,
hallar la medida de ZAOB, Z/BOC, ZCOD y ZDOA.

Figura 10.6

3. En la Figura 10.7, los dngulos ZAOB Y, ZCOA son congruentes entre si. Probar que
513, que es la semirrecta opuesta de OA, es la bisectriz del angulo ZBOC.

Figura 10.7
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Respuestas
1. 80°.
2. ZAOB =60°, ZBOC = 120°, ZCOD =60°y ZDOA = 120°.
3. Ayuda: usar el Axioma 10.1.
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Leccion 11

Otros tipos de aAngulos

En esta leccion veremos otros tipos de angulos de acuerdo a la posicion relativa de dos angulos
en un plano y algunos teoremas relacionados con dichos angulos.

De acuerdo a la posicion relativa de dos angulos en un plano, algunos tipos de angulos
son:

e Angulos consecutivos: si tienen el mismo vértice y un lado comtun intermedio.

En la Figura 11.1,
O vértice comun
O? lado comun intermedio

) ZAOB y ZCOB son consecutivos.
Figura 11.1

e Angulos adyacentes: si tienen el mismo vértice, un lado coman y los otros dos lados
son semirrectas opuestas.
En la Figura 11.2,
O vértice comun
O@ lado comin
(71 y O? lados sobre la misma recta

Figura 11.2
ZAOB y ZCOB son adyacentes.

Observemos que dos angulos adyacentes son suplementarios y consecutivos.

e Angulos opuestos por el vértice: si tienen el mismo vértice y los lados de uno son
la prolongacion de los lados del otro.

En la Figura 11.3,
ZAOB y ZCOD opuestos por el vértice

ZAOC 'y ZBOD opuestos por el vértice.
Figura 11.3
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Observemos que dos rectas que se cortan en un punto forman cuatro angulos y cada
pareja de estos angulos no adyacentes son angulos opuestos por el vértice.

En la Figura 11.4,
rectas L y R,
Za y Zf son opuestos por el vértice y

4 /6 son opuestos por el vértice.
Figura 11.4 Ty P P

Teorema 11.1
Angulos opuestos por el vértice son congruentes.
Prueba

Sean AD y CB dos rectas que se cortan en el punto O, como se muestra en la Figura
11.5.

Figura 11.5

Vamos a probar que ZAOB = ZCOD.

Como

ZBOD es el suplemento de ZAOB porque forman un angulo llano y
ZBOD es el suplemento de ZC'OD por la misma razéon, entonces
ZAOB = ZCOD por tener el mismo suplemento.

Hemos probado que los angulos ZAOB y ZCOD, que son opuestos por el vértice, son con-
gruentes.

En forma similar, podemos demostrar que ZBOD = ZAOC.
Ejemplo 11.1

1. Si dos rectas se cortan en un punto y la medida de uno de los angulos es 62°, ;cudl es
la medida de cada uno de los otros angulos?

2. Si las dos rectas se cortan formando cuatro dngulos congruentes, ;cual es la medida de
cada uno?
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Solucion

1. Representemos en la Figura 11.6 las dos rectas que se cortan y nombremos los angulos
por o, B, 0y y, con Ly = 62°.

Ly =62°

Figura 11.6

Como Z7 es opuesto por el vértice al Zf, son congruentes y por tanto tienen la misma
medida, es decir, /8 = 62°.

Los angulos v y « son adyacentes y por tanto la suma de sus medidas es 180°. Luego,
Za =180° — Ly = 180° — 62 = 118°.

Como los angulos a y 6 son opuestos por el vértice, son congruentes y sus medidas son
iguales. Luego, Z60 = 118°.

2. Representemos en la Figura 11.7 las dos rectas que se cortan y nombremos los angulos
por a, 3,6y .

Figura 11.7
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Za = /3 segin el enunciado y como son angulos adyacentes, la suma de sus medidas
es 180°, y por tanto, cada uno mide 90°.

Za = /6 por ser opuestos por el vértice, entonces tienen la misma medida, o sea 90°.
/B = /v por la misma razoén anterior, y por tanto £y = 90°.
O sea, los cuatro angulos son rectos.

Teorema 11.2

Las bisectrices de angulos opuestos por el vértice estan en linea recta.

Prueba

Sean ZAOB y ZCOD éngulos opuestos por el vértice y O? y O? sus correspondientes
bisectrices, como se muestra en la Figura 11.8.

Figura 11.8

Debemos probar que ﬁ y O? estan en linea recta.

/AOFE = /FEOB = /DOF = ZFOC por ser angulos formados por las bisectrices de angulos
congruentes.

/AOFE + ZEOB + ZBOD = 180° porque AD es una linea recta.
/ZDOF + ZBOD + ZEOB = 180° ya que ZAOFE = /DOF

Por tanto, O? y 07 estan en linea recta.

Ejemplo 11.2

Si £ es el angulo de la Figura 11.9,
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Solucion

1. Dibujar un angulo /0 tal que /3y /6
sean opuestos por el vértice.

2. Dibujar un angulo Za tal que Zf8 y
Za sean adyacentes.

3. Usando regla y compas, trazar las bi-

Figura 11.9 sectrices de cada uno de los angulos
Za, LBy /0.

(a) £0 y /[ opuestos por el vértice

(b) Za y £ adyacentes

(c) Bisectrices

Figura 11.10
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Ejemplo 11.3

Si dos rectas distintas se cortan en un punto y uno de los dngulos que se forman mide z°,
escribir en términos de x las medidas de los otros tres angulos.

Solucién

Sean AC'y BD rectas que se cortan en el punto O, formando dos pares de &ngulos opuestos
por el vértice, como se muestra en la Figura 11.11.

Figura 11.11

Sea ZAOB = z°.

Como ZAOB = ZCOD por ser opuestos por el vértice, entonces ZCOD = z°.

Como ZAOB + ZBOC = 180° por ser angulos adyacentes, entonces

/ZBOC = 180° — LAOB = 180° — z°.

Como ZAOD = /BOC por ser opuestos por el vértice, entonces ZAOD = 180° — z°.
Luego, la medida de los dngulos ZAOB 'y ZCOD es z° ylade ZAOD y ZBOC es 180° — z°.

Ejemplo 11.4
En la Figura 11.12,

AB, CD y EF son rectas que se cortan en el
punto K.

Si Za = Zc, demostrar que £b = Ze.

Figura 11.12
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Solucién

Como Za = /b por ser opuestos por el vértice y como Za = Zc¢, entonces /b = Zec.
Ejemplo 11.5

En la Figura 11.13,

A, B y C' son puntos colineales y D y E son
puntos en los semiplanos determinados por
la recta AC, tales que ZCBD = /CBE,
demostrar que ZABD = /ABE.

Figura 11.13

Solucion

Como ZABD es suplementode Z/CBDy Z/ABF es suplemento de ZC'BE, entonces ZABD =
/ABE por tener suplementos congruentes.

Ejemplo 11.6
En la Figura 11.14,

AD, BE y CF son rectas que se cortan en el punto
Ky ﬁ es la bisectriz de ZBKD.

Demostrar que ﬁ es la bisectriz del ZAKE.

Figura 11.14

Solucién

Como

/BKC = /DKC por ser ﬁ la bisectriz de ZBKD,
/EKF = /BKC por ser opuestos por el vértice y
/AKF = /DKC por ser opuestos por el vértice,

entonces

7



/EKF = /AKF.
Luego, ﬁ es la bisectriz de ZAKFE.

Ejercicios propuestos

1. Tres rectas se cortan en un mismo punto formando los angulosa , b, c,d , ey f, como
se muestra en la Figura 11.15.

Figura 11.15

Si Za =85°y Le = 30°, hallar Zb , Zc, Zdy /f.

2. Dos éngulos Za y Z6 son consecutivos y forman un éngulo que mide 88°. Si el angulo
Za mide 36° mas que el angulo Z6, ;cudnto mide cada uno?

3. En cada literal, completar la afirmacion dada.

(a) Silos lados de dos dngulos son semirrectas opuestas, los dngulos se llaman

(b) Dos angulos formados por dos semirrectas opuestas y una tercera semirrecta, las
tres con el mismo extremo, se llaman

(¢) Dos angulos formados por tres semirrectas con el mismo extremo se llaman

Respuestas
1. Zb=30°, Zec=065°, Zd=85°y /f = 65°.
2. La=62°y /0 = 26°.
3. (a) Opuestos por el vértice.

(b) Adyacentes.

(c) Consecutivos.
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Leccion 12

Rectas perpendiculares

En esta leccion veremos los conceptos de rectas perpendiculares, distancia de un punto a una
recta y mediatriz de un segmento. Mediante construcciones geométricas, utilizando regla y
compas, veremos como trazar la mediatriz de un segmento y cémo trazar una perpendicular
a una recta, que pase por un punto dado.

Si dos rectas L y R en un plano se intersectan formando un angulo recto, se dice que son
rectas perpendiculares y escribimos L 1 R.

L 1R
Figura 12.1

Si dos rectas son perpendiculares, su punto de intersecciéon se llama el pie de las perpen-
diculares.

Axioma 12.1

Por un punto, ya sea exterior o no a una recta, pasa una perpendicular y sélo una perpen-
dicular a dicha recta.

Ejemplo 12.1

Demostrar que ningtn triangulo tiene dos angulos rectos.
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Solucién

En el AABC si LAy /B fueran éngulos
rectos, entonces tendriamos dos rectas per-
pendiculares desde el punto C' a la recta AB,
pero por un punto exterior a una recta pasa
una perpendicular y so6lo una a dicha recta.

Luego, podemos decir que un AABC no
puede tener més de un angulo recto.

Figura 12.2

Distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto P a una recta L es la medida del segmento que une el punto P
con el pie de la perpendicular trazada del punto a la recta.

En la Figura 12.3, la distancia de P a la recta
L es igual a la medida del segmento PS.

Figura 12.3

Teorema 12.1
Las bisectrices de angulos adyacentes son perpendiculares entre si.
Prueba

Sean ZAOB y ZBOC angulos adyacentes, @ la bisectriz del ZAOB y @ la bisectriz del
ZBOC, como se muestra en la Figura 12.4.

Figura 12.4
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Debemos probar que (ﬁ 1L @ .

ZAOD = ZDOB por ser @ bisectriz.

/BOE =~ /EOC por ser OF bisectriz.

Luego,

/AOB =2/DOB

/BOC =2/BOE.

Sumando miembro a miembro las dos igualdades anteriores tenemos:
LAOB + £ZBOC =2/DOB + 2/BOE.

Como ZAOB y ZBOC son adyacentes, ZAOB + ZBOC = 180°. Entonces
2/DOB +2/BOFE = 180°.

Luego, ZDOB + ZBOFE = 90°.

Por tanto, O? 1 O? ya que se cortan formando un angulo recto.
Ejemplo 12.2

En la Figura 12.5,

A, B, E son colineales,
/ABG = /GBK y

/KBD = /DBE.

Encontrar la medida de ZGBD.

Figura 12.5

Solucién

Como ZABG = /GBK, entonces B? es bisectriz de ZABK.

Como /KBD = /ZDBE, entonces ﬁ es bisectriz de ZKBE.

Como ZABK y /K BE son adyacentes, sus bisectrices son perpendiculares entre si.

Luego, ZGBD = 90°.

Mediatriz de un segmento

Dado un segmento AB, la recta perpendicular al segmento en su punto medio, se llama
mediatriz de AB.
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Figura 12.6

Cada punto de la mediatriz de un segmento esté a igual distancia de los extremos del seg-
mento, o en otras palabras, "equidista" de los extremos del segmento. Es decir, si P es un

punto de la mediatriz de AB entonces AP = PB.

También se cumple que cualquier punto del plano que equidista de los extremos de un seg-
mento, pertenece a la mediatriz del segmento.

Construccion 12.1
{Coémo trazar la mediatriz de un segmento?
Para trazar la mediatriz de un segmento AB, usando regla y compés, procedemos asi:

1. Trazamos un arco de circunferencia con centro en A y radio mayor que la mitad de la
medida de AB.

2. Trazamos otro arco de circunferencia con igual radio al del paso 1. y con centro en B.
Estos arcos se cortan en los puntos que llamaremos Py Q.

3. Trazamos la recta que pasa por los puntos P y Q. La recta PQ es la mediatriz de AB.

Paso 1 Paso 2 Paso 3
Figura 12.7
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Construccion 12.2

{Coémo trazar una perpendicular a una recta que pase por un punto dado?
Veamos primero el caso en el que el punto dado esté fuera de la recta.

Sea L la recta y P un punto exterior a ella.

Trazamos un arco de circunferencia con centro en P y un radio lo suficientemente grande
para que corte la recta L en dos puntos que llamaremos Ry S.

Construimos la mediatriz de RS. Esta recta pasa por P ya que P equidista de R y S. Dicha
mediatriz es la perpendicular pedida.

Figura 12.8

Si el punto P esta sobre la recta L la construccion es mas sencilla ya que con centro en Py
radio arbitrario trazamos dos arcos de circunferencia que corten la recta en los puntos que
llamaremos R y S. Luego construimos la mediatriz de RS. Esta recta pasa por el punto P y
es por lo tanto, la perpendicular pedida.

Figura 12.9
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Ejemplo 12.3
En la Figura 12.10, si ﬁ € 1@ y LABG = ZCBD, demostrar que /GBE = /DBE.

Figura 12.10

Solucién

Como

Z/ABG es el complemento de /G BE porque forman un angulo recto y
ZCBD es el complemento de ZDBE por la misma razon, entonces
/GBE = ZDBE por tener complementos congruentes.

Ejemplo 12.4

En la Figura 12.11,

CF es la mediatriz de AB.
Hallar z , y y 2.

Figura 12.11

Solucién

Sabemos que todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de los extremos del seg-
mento. Por tanto,

CA~CByasiz=09,
DA=DByasiy=71,
FA>~FByasiz=S38.
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Ejercicios propuestos
1. Completar las siguentes afirmaciones:

(a) Siun punto pertenece a la mediatriz de un segmento, entonces

de los extremos del segmento.

(b) La distancia de un punto P exterior a unarecta [y larecta [ es

(¢) En un plano dado, por un punto exterior a una recta, podemos trazar

rectas perpendiculares a la recta dada.

2. Sean zﬁ y 1@ semirrectas opuestas y sean E | F'y H puntos al mismo lado de AB.
Los puntos E' y H estan en lados opuestos de BF'. Los puntos A y H estan del mismo
lado de BF. BF 1. AC , BE 1 BHy /FBE = 20°.

(a) Dibujar la figura.

(b) Encontrar ZEBA.
(¢) Encontrar /FBH.
(d) Encontrar ZEBC'

Respuestas
1. (a) Equidista.
(b) La medida del segmento perpendicular trazado del punto a la recta.
(¢) Una.
2. (a)

Figura 12.12

(b) ZEBA = 110°.
(¢) ZFBH = T70°.
(d) ZEBC = 110°.
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Leccion 13

Rectas paralelas

Angulos formados por rectas cortadas por una secante

En esta leccion trabajaremos el concepto de paralelismo, el postulado de las paralelas y los
teoremas relacionados. Veremos ademas los nombres de los angulos formados cuando dos
rectas son cortadas por una secante y un axioma que nos muestra una propiedad especial de
algunos de estos angulos, cuando dichas rectas son paralelas.

Rectas paralelas

Dos rectas L y R son paralelas si estan situadas en un mismo plano y no se cortan, es decir,
no tienen ningin punto en comun. Lo denotamos L || R.

Axioma 13.1 (Quinto postulado o postulado de las paralelas)

Por un punto exterior a una recta pasa una paralela y sélo una a dicha recta.

A continuaciéon enunciaremos algunos teoremas sobre propiedades de perpendicularidad y
paralelismo entre rectas. Haremos la prueba de sélo algunos de ellos.

Teorema 13.1
Dos rectas diferentes paralelas a una tercera, son paralelas entre si.
Prueba

Pensemos jqué ocurriria si las dos primeras rectas no fueran paralelas? Ellas se cortarian
en un punto, digamos A, y por este punto estarfan pasando dos rectas diferentes, paralelas a
una tercera, pero esto va en contra de lo que nos dice el quinto postulado o postulado de las
paralelas. Luego, las dos primeras rectas deben ser paralelas.

Figura 13.1
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SiL| Ry S| R entonces L | S.
Teorema 13.2

Dos rectas diferentes en un plano son paralelas entre si, si ambas son perpendiculares a la
misma recta.

Prueba

Pensemos ; qué pasaria si dichas rectas no son paralelas? Vemos que se cortarian en un punto
y entonces por dicho punto pasarian dos rectas diferentes perpendiculares a una misma recta,
lo cual contradice el axioma visto en la leccién anterior, que nos dice que por un punto, ya
sea exterior o no a una recta, pasa una perpendicular y s6lo una perpendicular a dicha recta.
Luego, las rectas tendran que ser paralelas.

Figura 13.2

SiL 1Sy RS entonces L || R.
Teorema 13.3

Si dos rectas son paralelas entre si, toda recta que corta a una de ellas corta también a la
otra.

Figura 13.3

Sea L || R. Si S corta a L también corta a R.
Prueba

., Qué pasaria si la recta S corta solo a la recta L y no a R?
Si S no corta a R entonces S serfa paralela a R, y tendriamos que por un punto exterior a R
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pasarian dos rectas diferentes paralelas a la misma recta, pero esto contradice el Postulado
de las paralelas. Luego, la recta L corta también a la recta R.

Teorema 13.4

Si dos rectas son paralelas entre si, toda recta que sea perpendicular a una de ellas lo es
también a la otra.

Este teorema es una consecuencia directa del teorema anterior.

Los resultados que se concluyen directamente de un teorema ya demostrado se conocen con
el nombre de corolarios y en general no se demuestran.

Angulos formados por rectas cortadas por una secante

Se llama recta secante, o recta transversal, a toda recta que interseca una figura.

Cuando dos rectas son cortadas por una secante, se forman ocho angulos. Los cuatro déngulos
comprendidos entre las rectas se llaman angulos internos o Angulos interiores; los otros
cuatro se llaman angulos externos o Angulos exteriores.

Dos angulos internos no adyacentes ubicados a uno y otro lado de la secante se llaman
angulos alternos internos.

Dos éngulos externos no adyacentes, ubicados a uno y otro lado de la secante se llaman
angulos alternos externos.

Dos angulos no adyacentes, situados a un mismo lado de la secante, uno interior y el otro
exterior, se llaman dngulos correspondientes.

Figura 13.4

Si M y N son dos rectas cortadas por una recta secante L como se muestra en la Figura
13.4, entonces tenemos:
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Angulos externos: £1, /2, /Ty /8
Angulos internos: /3, /4, /5y /6
Angulos alternos externos: Z1y £7; /2y /8
Angulos alternos internos: /3y /5; /4y /6
Angulos correspondientes: Z1y £5; L4y /8 /2y £6; /3y /7.
Ejemplo 13.1

Si M y N son dos rectas cortadas por una secante R, como se muestra en la Figura 13.5, y
si /1 =120° y £6 = 75°:

Figura 13.5

1. Indicar cuales parejas de angulos son alternos internos.

2. Indicar cuales parejas de angulos son alternos externos.

3. Indicar cuales parejas de angulos son correspondientes.

4. Hallar la medida de £2 , /3, Z4 , /5, /7y /8.

Solucién

1. Los angulos alternos internos son: /5y /3, /2y /8.

2. Los angulos alternos externos son: /4y /6 , /1y /7.

3. Los angulos correspondientes son: Z6y £2, /A1y 45,4y 48, L3y LT.

4. Como /3 y Z1 son opuestos por el vértice, entonces /3 = 120°.
Como /14 /2 = 180° por ser adyacentes, entonces /2 = 180°— /1 = 180°—120° = 60°.
Como /2y /4 son opuestos por el vértice, entonces Z4 = 60°.
Como Z6 y /8 son opuestos por el vértice, entonces /8 = 75°.
Como /£54 26 = 180° por ser adyacentes, entonces /5 = 180°—£6 = 180°—75° = 105°.

Como /5y Z7 son opuestos por el vértice, entonces /7 = 105°.
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Cuando las dos rectas son paralelas, los &ngulos que se forman tienen propiedades especiales.
Veamos la primera de ellas relacionada con los dngulos correspondientes.

Axioma 13.2

Dos rectas paralelas cortadas por una secante forman angulos correspondientes congruentes.
Si M||N y L secante entonces,

L1 =45 4= /8 L2= /6, L3 = /7.
Figura 13.6

También es valido el siguiente resultado, aunque no haremos su prueba aqui.

Si una recta secante a otras dos rectas forma angulos correspondientes congruentes, dichas
rectas son paralelas.

Ejercicios propuestos
1. En cada uno de los siguientes enunciados, completar la afirmacion dada.

(a) Si dos rectas son perpendiculares a la misma recta en dos puntos diferentes, en-
tonces las dos rectas son

(b) Dos rectas en un plano son paralelas si

(c) Si dos rectas son paralelas entre si, toda perpendicular a una de ellas es

a la otra.

(d) Una recta secante es

(e) Si dos rectas son cortadas por una secante, se forman angulos.

2. Sean L y R dos rectas cortadas por una secante S y £4 = 85° y £6 = 135°.
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Figura 13.7

(a) Indicar cudles parejas de angulos son alternos internos.
(b

(c
(d) Hallar la medida de £1 , £2, /3, 45, LTy /8.

) Indicar cuales parejas de angulos son alternos externos.
) Indicar cuales parejas de angulos son correspondientes.
Respuestas
1. (a) Paralelas entre si.
(b) No se cortan, es decir, no tienen puntos en comun.

¢) También perpendicular a la otra.

)
()
(d) Es toda recta que interseca una figura.
(e) Ocho.
2. (a) Lby Z4, /3y /6.
(b)
)
)

b) L1y /7, /2y /8.

(c) L6y £2 L1y /L5, L4y LT, /L3y /8.
(d) £1 = 85°.

£2 = 95°.

/3 =95°.

/8 = 135°.

/5 = 45°.

7 = 45°.
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Leccion 14

Angulos formados por rectas paralelas cortadas por una
secante

En esta leccién veremos otras propiedades de los angulos que se forman cuando dos rectas
paralelas son cortadas por una secante. Como una aplicaciéon construiremos, con regla y
compés, una recta paralela a otra recta por un punto exterior a ella.

Teorema 14.1
Si dos rectas paralelas son cortadas por una recta secante,
1. Los dngulos alternos externos son congruentes.
2. Los angulos alternos internos son congruentes.
Prueba

Sean M||N y L secante.

Figura 14.1

1. Debemos probar que £1 = /7y que £2 = /8.

Como Z1 = /3 por ser opuestos por el vértice y, Z3 = £7 por ser correspondientes
entre paralelas, entonces
1= /7.

De la misma forma podemos probar que /2 = /8.

2. Debemos probar que /3 = /5y que /4 = /6.
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Como /3 = /1 por ser opuestos por el vértice y, £1 = /5 por ser correspondientes
entre paralelas, entonces
/3= /5.
De la misma forma podemos probar que Z4 = /6.
También son validos los siguientes resultados que no demostraremos aqui:

Teorema 14.2

1. Si una recta secante corta a otras dos rectas formando angulos alternos internos con-
gruentes, dichas rectas son paralelas.

2. Si una recta secante corta a otras dos rectas formando angulos alternos externos con-
gruentes, dichas rectas son paralelas.

Ejemplo 14.1

Si M||N, L secante y Z1 = 80°, encontrar la medida de los otros angulos de la Figura
14.2.

Figura 14.2

Solucién

Como Z1+ /2 = 180° por ser adyacentes, entonces /2 = 180°— /1 = 180°—80° = 100°.
Como Z3 = /1 por ser opuestos por el vértice, entonces £3 = 80°.

Como /5 = /1 por ser correspondientes entre paralelas, entonces /5 = 80°.

Como Z7 = /1 por ser alternos externos entre paralelas, entonces £7 = 80°.

Como Z6 = /2 por ser correspondientes entre paralelas, entonces Z6 = 100°.

Como /8 = /2 por ser alternos externos entre paralelas, entonces Z8 = 100°.

Como /4 = /6 por ser alternos internos entre paralelas, entonces Z4 = 100°.
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Ejemplo 14.2

Hallar Zx y Zy en la Figura 14.3, si la recta AB es paralela a la recta CD, ZCBA = 45° y
LCAB = 50°.

Figura 14.3

Solucién

Como la recta AC es secante a las rectas paralelas AB y C'D, entonces

/y = Z/CAB por ser correspondientes entre paralelas. Luego, Zy = 50°.

Como la recta BC' es secante a las rectas paralelas AB y C'D, entonces

/BCD = /CBA por ser alternos internos entre paralelas. Luego, Z/BC'D = 45°.
Como Zx + ZBCD + Zy = 180°, entonces Zx + 45° + 50° = 180° y asi,

Zx = 180° — 45° — 50° = 85°.

Luego, Zx = 85° y Ly = 50°.

Ejemplo 14.3

En la Figura 14.4, si O‘C>7 es la bisectriz del ZAOF, la recta AB es secante a las rectas
paralelas FF' 'y GH y ZAOC = 70°, hallar Za y Zp.

Figura 14.4
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Solucién

Como Zf + ZAOF = 180°, porque ZAOB es un angulo llano, entonces
ZB =180° — LAOF.

Como LAOF = 2/(AOC) porque OC es 1a bisectriz del ZAOF, entonces
LAOF = 2(70°) = 140° y asi £ = 180° — 140° = 40°.

Como Za = ZFEOB por ser correspondientes entre paralelas y como ZFOB = ZAOF por
ser opuestos por el vértice, entonces, Za = 140°.

Luego, Za = 140° y £ = 40°.
Construccion 14.1
. Como trazar una recta paralela a otra recta por un punto exterior a ella?

Sea L una recta y P un punto exterior a ella. Para trazar una recta paralela a L que pase
por P procedemos como sigue:

1. Tomamos dos puntos distintos R y () sobre la recta L, como se muestra en la Figura
14.5.

Figura 14.5

2. Trazamos la recta P() como se muestra en la Figura 14.6.

Figura 14.6

3. Construimos el ZQPS = ZPQR de manera que Ry S estén en semiplanos diferentes
con respecto a la recta P(@), como se muestra en la Figura 14.7.
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Figura 14.7

Como ZQPS = ZPQR por construcciéon y ademas son angulos alternos internos, entonces
PS||L.

Ejemplo 14.4

Si M y N son dos rectas paralelas cortadas por una recta secante P, la medida de Z1 es 2x
y la medida de £2 es 4z, calcular la medida de todos los dngulos de la Figura 14.8

Figura 14.8

Solucién

Como

/14 /2 = 180° porque Z1 y Z2 son adyacentes, entonces

2z + 4o = 180°. Luego, 6x = 180° y asi x = 30°.

Por tanto, /1 = 2z = 2(30°) = 60° y £2 = 4x = 4 (30°) = 120°.
Ahora,

/5= /1 por ser correspondientes entre paralelas, entonces Z5 = 60°.
/6 = /2 por ser correspondientes entre paralelas, entonces /6 = 120°.
/7 = /1 por ser alternos externos entre paralelas, entonces /7 = 60°.
/8 = /2 por ser alternos externos entre paralelas, entonces /8 = 120°.

/4 = /6 por ser alternos internos entre paralelas, entonces £4 = 120°.
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/3 = /7 por ser correspondientes entre paralelas, entonces /3 = 60°.
Luego,

1= /3= /5= /7y cada uno mide 60°.

/2= /4= /6= /8y cada uno mide 120°.

Ejemplo 14.5

Si las rectas P() y RS son paralelas cortadas por la recta secante M N y la medida de Z2 es
75°, determinar la medida de los otros angulos de la Figura 14.9

Figura 14.9

Solucién

Como /1 + Z2 = 180° porque Z1 y Z2 son adyacentes, entonces

/1 =180° — /2 = 180° — 75° = 105°.

Ahora,

/5= /1 por ser correspondientes entre paralelas, entonces /5 = 105°.
/6 = /2 por ser correspondientes entre paralelas, entonces Z6 = 75°.
/7= /1 por ser alternos externos entre paralelas, entonces /7 = 105°.
/8 = /2 por ser alternos internos entre paralelas, entonces /8 = 75°.
/3 = /5 por ser alternos internos entre paralelas, entonces /3 = 105°.
/4 = /6 por ser alternos externos entre paralelas, entonces /4 = 75°.
Luego,

1= /3= /5= /7y cada uno mide 105°.

/2= /4= /6= /8y cada uno mide 75°.

Ejemplo 14.6

Determinar la medida de Zx y Zz de la Figura 14.10, sabiendo que la recta M N es paralela
a la recta PQ, ZQCB = 55°y Z/BCA = 50°.
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Figura 14.10

Solucién
/Zz = ZQC B por ser correspondientes entre paralelas, entonces £z = 55°.

Como Zx + ZBCA+ ZQCB = 180°, entonces
Zr =180° — LBCA - ZQCB = 180° — 50° — 55° = 180° — 105° =75°.
Luego, Zx = 75° y Lz = 55°.

Ejercicios propuestos

1. Calcular la medida de Za, Z8 y Z7 de la Figura 14.11, si las rectas AC' y BD son
paralelas, ZACB = 60° y Z/ZBAC = 70°.

Figura 14.11

2. Determinar las medidas de £y y Zy de la Figura 14.12, sabiendo que AB || DE |,
CD || EFy ZE =110°.

Figura 14.12
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3. Determinar los valores de x y ¢ de la Figura 14.13,si L || S.

Figura 14.13

Respuestas
1. Za=60° 4B ="70°y Ly = 50°.
2. Lx ="70° Ly = 110°.
3. x = 110° , p = 40°.
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Lecciéon 1D

Triangulos

Angulos interiores de un tridAngulo

En esta leccion veremos el concepto de tridngulo, sus elementos y una propiedad de sus
angulos interiores.

Un tridngulo es la region del plano limitada por tres segmentos de recta que se cortan dos
a dos en tres puntos no colineales.

Si A, B y C son tres puntos no colineales, el triangulo ABC, que se denota AABC, es la
region finita del plano limitada por los segmentos de recta AB, BC' y AC.

Figura 15.1

Los puntos A, B y C se llaman vértices del tridngulo.

Los segmentos de recta AB, BC'y AC se llaman lados del triangulo.

Los éngulos ZCAB, ZABC'y ZBC' A, determinados por los lados, en el interior del tridngulo,
se llaman Angulos interiores, o simplemente angulos, del triangulo.

Los angulos interiores se suelen denotar usando tinicamente la letra del vértice, asi, /A, /B
y ZC y la longitud del lado opuesto a cada angulo se representa con la misma letra pero
mintscula.

La base de un triangulo es cualquiera de los lados del triangulo.

Un angulo exterior de un tridngulo es el dngulo formado por un lado del tridngulo y la
prolongaciéon de otro.
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/1, /2y /3 son los angulos exteriores del AABC.
Figura 15.2

A continuacién probaremos un resultado importante relacionado con los angulos interiores
de un tridngulo.

Teorema 15.1
La suma de las medidas de los angulos interiores de un tridangulo es 180°.

Prueba

Sea AABC un triangulo cualquiera.

Debemos probar que

LBAC + ZABC + LACB = 180°.

Figura 15.3

Tracemos por un vértice, digamos B, una recta paralela al lado opuesto AC' y llamemos a y
v los angulos que forma la paralela con dos de los lados del triangulo.

Como Za, ZABC' y Zv forman un angulo llano entonces
La+ LABC + Zv = 180° (15.1)
Como

/BAC = Za« (15.2)
porque ZBAC' y Za son alternos internos entre paralelas y
LACB = Zv (15.3)

porque ZACB y Zv son alternos internos entre paralelas, entonces sustituyendo 15.2 y 15.3
en 15.1 tenemos que

/BAC + /ABC + ZACB = 180°. (15.4)
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Ejemplo 15.1

1. Silos angulos LAy ZC' del triangulo de la Figura 15.4 miden 75° y 45° respectivamente,
hallar la medida del ZB.

Figura 15.4

2. Hallar la medida de los angulos del AABC de la Figura 15.5 si ZA = (102 — 20)°,
/B =(z+15)°y £C = (z +5)°.

Figura 15.5

Solucién
1. Como la suma de las medidas de los angulos interiores de un tridangulo es 180° entonces
LA+ /B + ZC = 180° (15.5)
Como LA =T75°y £C' = 45°, despejando /B en 15.5 y sustituyendo ZA y ZC' tenemos:

/B =180°—ZA - /C
= 180° — 75° — 45°
= 60°.

Luego, la medida del ZB es 60°.

2. Procediendo de igual forma que en el ejemplo anterior, la suma de las medidas de ZA,
/By ZC es 180°, esto es,
LA+ 4B+ /ZC = 180° (15.6)

Sustituimos ZA, /By ZC en 15.6 obteniendo
(102 — 20) + (z + 15) + (= + 5) = 180.
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Resolvamos esta ecuacion:

10z =204+ 2+ 15+2+5 =180

122 = 180
180
T
r = 15.

Sustituyendo el valor de z en cada una de las expresiones dadas para las medidas de
los angulos, obtenemos: ZA = (10(15) — 20)° = 130°, 4B = (15 + 15)° = 30° y
ZC = (15 +5)° = 20°.

Luego, ZA =130°, /B = 30° y LC' = 20°.
Ejemplo 15.2

En la Figura 15.6, Z@Q) = 74°, ﬁ es la bisectriz del ZP y Cﬁ es la bisectriz del Z@). Hallar
Z5.

Figura 15.6

Solucién

Como la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a 180°,
P+ /ZQ + ZR = 180°
y asi

/P =180° — /Q — /R
= 180° — 74° — 60°
= 46°.
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Como ﬁ es la bisectriz del ZP, /1 = /2 y por tanto

m(/1) = %m(LP)

— 540°)

= 23°.
Como los dngulos /3 y Z4 son congruentes por ser Q? la bisectriz del Z(), entonces
1
m(£3) = Sm(£Q)

1

= —(74°
()

= 37°.

Como 1+ /3+ /5 = 180°, por ser Z1, /3 y £5 los dngulos interiores del tridngulo APQ.S,
entonces

/5 =180°— 41— /3
= 180° — 23° — 37°
= 120°.
Luego, £5 = 120°.
Ejemplo 15.3
En la Figura 15.7, si la recta AB es paralela a DE, hallar Z1, /2y /3.

Figura 15.7

Solucion

Como /3 = /BCE por ser alternos internos entre paralelas y Z/BCE = 65°, entonces
/3 = 65°.
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Como /2, /3 y /D son los dngulos interiores del ACED), entonces /2 + /3 + /D = 180°
y asi

/2=180°—- /43— /D
= 180° — 65° — 45°
=T70°.
Como /1y ZD son alternos internos entre paralelas, /1 = /D y como /D = 45°, entonces
/1 = 45°.

Luego, /1 = 45°, /2 =70° y /3 = 65°.

Ejercicios propuestos

1. Si AABC es el triangulo de la Figura 16.9, en cada literal completar la afirmacion
dada.

Figura 15.8
(a) Z1, £2 y /3 son los dngulos del AABC.
(b) Z4, /5y Z6 son los angulos del AABC.
AA+44=—_ /24 /5= /3+/6=— .

Si /1 fuera un angulo recto entonces /2 + /3 =

Si en el triangulo del literal anterior Z2 = /3, entonces /2 = y43=—___

)
)
)
d) A1 +22+/3=—____.
)
)
)

/2=

Si los &ngulos /1, /2y /3 son congruentes entre si entonces /1 =
y 43 =

2. Consideremos el AABC de la Figura 15.9 con ZA = (x — 30)°, LB = (20 — 120)° y
L0 = (%:C + 15) :
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Figura 15.9

(a) Hallar la medida de LA, /By ZC.
(b) Hallar la medida del angulo exterior ZBCD.
3. Hallar la medida de los angulos interiores de un AABC' si la medida del ZC' es 27°
mayor que la del ZB y los angulos /B y ZA son congruentes.
Respuestas
1. (a) Interiores.
(b) Exteriores.
(c) 180°, 180°, 180°.
(d) 180°.
(e) 90°.
(f) 45°, 45°.
(g) 60°, 60° y 60°.
2. (a) 60°, 60° y 60°.
(b) 120°.
3. LZA=51°, /B =51°y ZC = 78°.

107



108



Leccion 10

Angulos exteriores de un tridngulo

En esta leccion veremos una propiedad importante de los angulos exteriores de un trién-
gulo.

Teorema 16.1

La medida de un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma de las medidas de los dos
angulos interiores no adyacentes.

Prueba

Sea AABC' un tridangulo cualquiera y
sea v un angulo exterior.

Debemos probar que

/vy = /BAC + ZABC.

Figura 16.1
Como £y + LACB = 180° porque £y y ZACB son angulos adyacentes, entonces

/v =180° — ZACB (16.1)

Como Z/BAC + LZABC + ZACB = 180° por suma de angulos interiores de un triangulo,
entonces

/ACB =180° — /ZBAC — /ABC (16.2)

Reemplazando 16.2 en 16.1 tenemos £y = 180° — (180° — LBAC — LABC).

Luego,
/Ly =/LBAC + ZABC.

Nota 16.1

Observamos que esto significa que la medida de un angulo exterior siempre es mayor que la
medida de cualquier angulo interior no adyacente a él.

109



Ejemplo 16.1

En el AABC' de la Figura 16.2, las medidas
de los Zay ZABC son 135° y 35° respecti-

vamente.

Hallar la medida de los restantes angulos
interiores y exteriores del tridngulo.

Figura 16.2

Solucién

Llamemos /3y Zv a los otros dos dngulos exteriores del AABC', como se muestra en Figura
16.2.

Como Za y ZBAC son adyacentes, Za+ ZBAC = 180°. Luego,
/BAC =180° — Za = 180° — 135° = 45°.

Como Za = LZABC + ZBCA, ya que Za es exterior no adyacente ni a ZABC ni a ZBC'A,
entonces

/BCA = /o — LABC = 135° — 35° = 100°.

Luego, los angulos interiores del triangulo, Z/BAC, ZABC' vy ZBC A, miden 45°, 35° y 100°
respectivamente.

Figura 16.3

Como Zf es un angulo exterior del tridngulo no adyacente a /BAC ni a ZABC en-

tonces,
/B =/BAC+ ZABC = 45° + 35° = 80°.

Como Zv es un angulo exterior del triangulo no adyacente a ZBAC ni a ZBC A entonces,

Lv=/BAC + ZBCA = 45° + 100° = 145°.

Estos tltimos dos angulos también se podrian hallar teniendo en cuenta que /5 + ZBCA =
180° por ser £ y £LBCA adyacentes y que Zv + LABC = 180° por ser Lv y LABC
adyacentes.
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Luego, los angulos exteriores del tridngulo, Za, /8 y Zv, miden 135°, 80° y 145° respectiva-
mente.

Observemos que la suma de las medidas de los angulos exteriores del triangulo es 360°:
La+ 2B+ Zv = 135° 4+ 80° + 145° = 360°.

Ejemplo 16.2
En el triangulo AABC' de la Figura 16.4, hallar Z1 y Z2.

Figura 16.4

Soluciéon

Como ZA + /1 4+ ZC = 180° porque la suma de los angulos interiores de un tridngulo es
igual a 180°, entonces

1 =180° - LA - £C
= 180° — 70° — 50°
= 60°.

Como /2 = LA+ ZC por ser /2 un angulo exterior no adyacente ni a ZA ni a ZC del
ANABC, entonces

£2 =70° + 50° = 120°.

Este ultimo angulo también se podria hallar teniendo en cuenta que Z1 + £2 = 180° porque
/1y /2 forman un angulo llano.

Luego, /1 =60° y £2 = 120°.

Ejemplo 16.3
Hallar /1 y Z2 de la Figura 16.5, si £Z3 = 140° y ZC = 60°.
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Figura 16.5

Solucion

Como /3 = ZC' + Z2 por ser el Z3 un angulo exterior no adyacente ni a Z2 ni a ZC del
AABC, entonces

L2=/3—-/LC
= 140° — 60°
= 80°.

Como /1y /3 forman un angulo llano, Z1 + /3 = 180° y asi

/1 =180° — 43
= 180° — 140°
= 40°.

Luego, Z1 = 40° y /2 = 80°.

Ejemplo 16.4

En la Figura 16.6, /D = 150°, /5 = 20°, C@ es la bisectriz del ZC'y ﬁ es la bisectriz del
/B. Hallar /1, Z2y /6.

Figura 16.6
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Solucion

Como Z4 = /5 por ser @ la bisectriz del ZC' y Z5 = 20°, entonces /4 = 20° y LC =
24+ £5 = 40°.

Puesto que Z4, /D y /2 son los dangulos interiores del AC'D B, entonces Z4+/D+ /2 = 180°
y por tanto

/2 =180°— 44— 4D
= 180° — 20° — 150°
= 10°.

Como BD es bisectriz del ZB, entonces /B = 2/2 = 2(10°) = 20°.

Los angulos /1, ZB y ZC son los angulos interiores del AABC'. Luego, Z1+/B+/C = 180°
y asi

/1 =180°—- 4B — ZC
= 180° — 20° — 40°
= 120°.
El Z6 es un édngulo exterior del AABC. Luego, Z6 = Z1 + ZC = 120° + 40° = 160°.
Por tanto, Z1 =120°, Z2 =10° y £6 = 160°.

Ejercicios propuestos

1. Enel AABC de la Figura 16.7, los dngulos ZA y /B miden respectivamente 35° y 25°.

Figura 16.7

(a) Hallar la medida del ZC.
(b) Trazar los angulos exteriores del AABC' y hallar sus medidas.

2. Consideremos el AABC de la Figura 16.8 con ZA = (10z)°, £ZB = (15z — 10)° y
/BCD = (20 + 25)°.
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Figura 16.8

(a) Hallar la medida del dngulo exterior ZBCD.
(b) Trazar los otros dos dngulos exteriores del AABC'y hallar su medida.

3. Consideremos el AABC de la Figura 16.9.

Figura 16.9

Probar que Z4 + /5 + /6 = 360°.

Respuestas
1. (a) 120°.

(b) En la Figura 16.10, se muestran los angulos exteriores Z«, Zfy £, cuyas medidas
son respectivamente 145°, 155° y 60°.

Figura 16.10
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2. (a) 165°.

(b) En la Figura 16.11, se muestran los otros dos angulos exteriores ZEAC' y ZABF
del AABC' cuyas medidas son 110° y 85° respectivamente.

Figura 16.11

3. Ayuda: tener en cuenta que Z1 y Z4 son suplementarios al igual que Z2 y /5 y que
/3y /6.
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Leccion 17

Clasificaciéon de triangulos

En esta leccion veremos la clasificacion de los tridangulos segiin la medida de sus lados y de
sus angulos.

Segiin la medida de sus lados, los triangulos se clasifican en:
e Triangulo equilatero: es el que tiene los tres lados congruentes.
e Triangulo isésceles: es el que tiene dos lados congruentes.

e Triangulo escaleno: es el que tiene los tres lados de diferente medida.

ANABC equiléatero
ANABC isosceles

AB = BC = AC ANABC escaleno
AC =~ BC

Figura 17.1

En un tridngulo isosceles, el dngulo formado por los dos lados congruentes se llama angulo
del vértice y el lado opuesto se llama base del triangulo. En nuestro dibujo central de la
Figura 17.1 AB es la base y ZC' es el angulo del vértice.

Respecto a sus angulos, estos tridngulos tienen las siguientes propiedades, algunas de las
cuales probaremos mas adelante:

- En un triangulo equilatero, los tres angulos también son congruentes.

- En un triangulo isésceles, los dngulos opuestos a los lados congruentes también son
congruentes.

- En un triangulo escaleno no hay dos angulos que tengan la misma medida.
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En general, se cumple que en un tridngulo, a lados congruentes se oponen angulos congruentes,
como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 17.1
En un tridangulo, angulos opuestos a lados congruentes son congruentes.
Nota 17.1
La prueba de este teorema se hara cuando veamos congruencia de triangulos.
Segin la medida de sus dngulos, los tridngulos se clasifican en:

e Triangulo acutangulo: es el que tiene los tres angulos agudos.

e Triangulo rectangulo: es el que tiene un angulo recto.

e TridAngulo obtusangulo: es el que tiene un angulo obtuso.

e TridAngulo equiangulo: es el que tiene los tres dngulos congruentes.

AABC acutéangulo AABC rectangulo
LA, /B, ZC agudos /B =90°
AABC Obtuséngulo AABC equié}ngulo

/B obtuso /A2 /B /C
Figura 17.2
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En un triangulo rectangulo, el lado opuesto al angulo recto se llama hipotenusa y los lados
que forman el angulo recto se llaman catetos. Asi, en nuestro dibujo situado en la parte
superior derecha de la Figura 17.2, AC' es la hipotenusa y AB y AC son los catetos.

Como la suma de los dngulos interiores de un tridangulo es igual a 180°, entonces la suma de
los dngulos agudos de un tridngulo rectangulo es igual a 90°.

El siguiente resultado, conocido como reciproco del Teorema 17.1, también es valido y su
prueba puede hacerse con congruencia de triangulos.

Teorema 17.2

En un tridangulo, lados opuestos a angulos congruentes son congruentes.

Como consecuencia de los Teoremas 17.1 y 17.2 podemos afirmar:

- Todo triangulo equilatero es equidngulo. ;Cuantos grados mide cada uno de sus angu-
los?

- Todo tridngulo equiangulo es equilétero.

- Si un tridngulo tiene dos dngulos congruentes entonces es un triangulo isésceles.

AABC equilatero y equiangulo AABC isbsceles
AB >~ BC =~ AC AC = BC
/A= /B=/C A= /B
Figura 17.3

Ejemplo 17.1

Clasificar segtin la medida de sus lados y segin la medida de sus &ngulos, cada uno de los
triangulos de la Figura 17.4.
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1. AABC 2. ACDE 3. A\FGH

4. AADC 5. ACDF 6. AAEC
Figura 17.4

Solucién

1.

El AABC es escaleno y obtusangulo porque sus tres lados tienen diferente medida y
tiene un dngulo obtuso.

. El ACDE es isosceles y rectangulo porque tiene dos lados congruentes y un angulo

recto.

El AFGH es isosceles y obtusangulo porque tiene dos lados congruentes y un angulo
obtuso.

El AADC' es escaleno y rectangulo porque sus tres lados tienen diferente medida y
tiene un adngulo recto.

El ACDF es isosceles y acutangulo porque tiene dos lados congruentes y sus tres
angulos son agudos.

El AAEC es equilatero y equiangulo porque tiene los tres lados congruentes y los tres
angulos congruentes.
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Ejemplo 17.2
En la Figura 17.5,

ANABC es rectangulo con /B recto.
Hallar £1, £2y /3.

Figura 17.5

Solucion

Como ZBAC + Z2 = 90° por ser la suma de los dngulos agudos de un tridangulo rectangulo,
entonces

/2=90° - ZBAC
=90° — 30°
= 60°.
Como /1 = ZB + /2 por ser /1 un angulo exterior del AABC, entonces
Z1 =90° + 60° = 150°.

Como /3 = /B + ZBAC por ser /3 un angulo exterior del AABC, entonces
/3 =90° + 30° = 120°.

Luego, Z1 = 150°, Z2 = 60° v /3 = 120°.

Ejemplo 17.3

En la Figura 17.6, si el AABC es rectangulo con ZB recto, el ACAD es isésceles con
AC =2 AD y si B, Ay E son puntos colineales, hallar /1, /2y /3.

Figura 17.6
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Solucién

Como el ACAD es isosceles, los dangulos opuestos a lados congruentes son congruentes y
como ZACD = 30°, entonces ZD = 30°.

Como /D + /2 + ZACD = 180° por ser la suma de los édngulos interiores del ACAD,
entonces

/2 =180°— 4D — LACD
= 180° — 30° — 30°
= 120°.

Como Z£3 + LZACB = 90° por ser la suma de los dngulos agudos del AABC' rectangulo,
entonces

£3=90° - LACB
=90° — 70°
= 20°.

Como /1, /2 y /3 forman un angulo llano, por ser B, A y E puntos colineales, entonces
L1+ 22+ /3 =180° y asi

/1 =180° — /2 — /3
= 180° — 120° — 20°
= 40°.

Luego, Z1 = 40°, /2 = 120° y /3 = 20°.

Ejemplo 17.4
En la Figura 17.7,

1. Indicar cuéles son los lados
congruentes.

2. Clasificar los tridngulos
segun sus lados.

Figura 17.7
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Solucion

1. Como en el AADC los éngulos ZDAC y ZDC A son congruentes, entonces los lados
opuestos son congruentes, esto es,

AD >~ (CD.

Como el AABC' es equiangulo y como los lados opuestos a angulos congruentes son
congruentes, entonces

AB = BC = AC.

2. Como AD = CD, entonces el AADC es isosceles.
Como AB = BC =2 AC, entonces el AABC' es equilatero.

Ejercicios propuestos

1. En la Figura 17.8,

Figura 17.8

a) Indicar tres tridngulos que sean isoésceles.

(a)

(b) Indicar tres tridngulos que sean escalenos.

(¢) Indicar un tridngulo que sea rectéangulo e isosceles.
)

(d) Clasificar los siguientes triangulos teniendo en cuenta la medida de sus angulos:
ANCDE, AECB, NEAB, NAED, NACAB y ANACD.

2. Con base en la informacién suministrada en la Figura 17.9, hallar ZAC'B, DC, AD y
/ABD.

Figura 17.9
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3. Consideremos el AABC de la Figura 17.10, con AC = BC. Silos puntos D, A, B y
E son colineales, H, A y C' son colineales y F'; B y C' son colineales, probar:

(a) ZDAC = /EBC.
(b) ZDAH =~ /EBF.

Figura 17.10

Respuestas
1. (a) AABC, AACD y ACED.
(b) AABE, ACBE y ANADE.
(c) AABC.
)

(d) ACDE es acutangulo, AECB es obtusangulo, AEAB es rectangulo, AAED es
acutangulo, ACAB es rectangulo y AACD es obtusangulo.

2. ZACB=31°,DC = 14, AD = 14y ZABD = 5%°.

3. Ayuda: recordar las propiedades de los angulos de un tridngulo isosceles.
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Leccion 18

Construcciéon de tridngulos

En esta lecciéon aprenderemos a construir un triangulo dadas algunas condiciones que se
requieren para que la construccién sea posible.

{Coémo construir un triangulo?

Al hablar de un tridngulo, nos referimos a sus tres angulos y a sus tres lados como los
elementos del triangulo.

Un tridangulo puede construirse siempre que se conozcan tres de sus elementos de los cuales
por lo menos uno sea un lado y los elementos dados cumplan algunas condiciones.

Counsideremos cuatro casos:

Construcciéon 18.1
Construir un tridngulo conocidos un lado y los angulos adyacentes.

Tracemos un triangulo ABC dados el lado BC, de medida a, y los dngulos B y C de la
Figura 18.1.

Figura 18.1

Trazamos un segmento de recta BC' de
medida a.

En sus extemos construimos angulos
congruentes a los ZB y ZC' dados,
como se muestra en la Figura 18.2.

Prolongamos los lados de estos angulos
hasta que se corten, para obtener el
vértice A.

Figura 18.2
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Nota 18.1

Para que esta construccion sea posible, la suma de los angulos dados debe ser menor que
180°.

Construccion 18.2

Construir un triangulo conocidos dos lados y el 4ngulo formado por ellos

Tracemos un triangulo ABC' dados los lados AC' y BC, cuyas medidas son b y a respectiva-
mente, y el angulo C' de la Figura 18.3.

Figura 18.3

Trazamos un angulo congruente con el

£C.

A partir del vértice C, sobre los lados
del angulo trazamos los segmentos de
recta CB y CA, cuyas medidas son a
y b respectivamente, como se muestra
en la Figura 18.4.

Unimos los extremos A y B para
obtener el tercer lado del triangulo.

Figura 18.4
Nota 18.2

Siempre es posible hacer esta construccion cuando el angulo dado sea menor que un angulo
llano.

Ejemplo 18.1

Construir un tridngulo AABC rectangulo con /B recto, que tenga un angulo agudo de 50°
y un cateto que mida 6 cm.

Solucién

Para construir el tridngulo AABC rectangulo pedido, procedemos asi:
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Trazamos el cateto BA de 6 cm.

En sus extremos, con regla y trans-
portador, trazamos el dngulo recto B
y el angulo de 50°.

Prolongamos los lados de estos édngu-
los hasta que se corten para obtener el
vértice C', como se muestra en la Figura
18.5.

Figura 18.5

Construcciéon 18.3

Construir un tridngulo dados sus tres lados.

Tracemos un triangulo ABC' dados los lados BC', AC' 'y AB de la Figura 18.6, cuyas medidas
son a, b y ¢ respectivamente.

Figura 18.6

Trazamos un segmento de recta BC de
longitud a.

Desde sus extremos y con radios de
medidas b y ¢ trazamos dos arcos que
al cortarse determinan el tercer vértice
A, como se muestra en la Figura 18.7.

Unimos el vértice A con los extremos
del segmento BC' y obtenemos los
otros dos lados del triangulo.

Figura 18.7
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Nota 18.3

En todo triangulo, la medida de cualquier lado es menor que la suma de las medidas de
los otros dos y mayor que su diferencia. Asi entonces, la condicién para que dados tres
segmentos de recta se pueda construir un tridngulo con ellos es que la medida de cualquiera
de los segmentos sea menor que la suma de las medidas de los otros dos y mayor que su
diferencia.

Ejemplo 18.2

Construir un triangulo AABC is6sceles tal que la suma de las medidas de sus lados, llamada
perimetro del triangulo, sea 15 cm y uno de los lados congruentes mida 5, 5 cm.

Solucién

Como un tridngulo isosceles tiene dos lados congruentes, entonces debemos construir un
triangulo con dos lados de medida 5,5cm cada uno y como el perimetro del tridngulo es
15 ¢m, el tercer lado debe medir 15 — 2(5,5) = 4 cm. Para ello:

Trazamos un segmento AB de 4 cm.

Con centro en cada uno de los ex-
tremos de este segmento y radio 5,5 cm
trazamos un arco.

El punto de corte de estos dos arcos es
el tercer vértice C.

Unimos C' con A y B y obtenemos el
AABC que se muestra en la Figura
18.8.

Figura 18.8

Construcciéon 18.4

Construir un tridngulo conocidos dos lados y uno de los d4ngulos que no es el
formado por ellos.

En este caso se pueden presentar tres situaciones:
1. No se puede construir el tridngulo.
2. Existe un tunico triangulo que se puede construir.
3. Existen dos triangulos que se pueden construir.
Expliquemos cada una.

Supongamos que la medida del lado AB es ¢, la del lado AC es b y que conocemos el angulo
/B, como se muestra en la Figura 18.9.
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Figura 18.9

Tracemos un angulo congruente con el ZB.

A partir del vértice B, sobre uno de los lados del angulo trazamos el segmento de recta BA
de medida c.

Desde el extremo A y con radio de medida b tracemos un arco como se muestra en la Figura
18.10 .

Figura 18.10

Puede ocurrir:

1. La medida b es menor que la distancia de A a BD y entonces el arco trazado con centro
en A y radio de medida b no corta el otro lado BD del angulo ZB y en este caso no
existe un triangulo que cumpla las condiciones.

2. Si b es justamente la distancia de A al otro lado BD del angulo, existe un tinico triangulo
que cumple las condiciones.

3. Si b es mas grande que la distancia de A a BD, existen dos tridngulos que cumplen las
condiciones.

Nota 18.4

Observemos que en el caso anterior el dngulo /B es agudo. Investigar ;qué ocurre si /B
es obtuso?, jcomo debe ser la medida de AC' con respecto a la de AB, para que exista un
triangulo?

Ejercicios propuestos

1. Construir un triangulo AABC cuyos lados AC' y CB midan 5 cm y 3.5 cm respectiva-
mente y el ZC entre ellos mida 55°.
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2. De los siguientes grupos de segmentos de recta cuyas medidas se dan en cada literal,
decir con cuales se puede construir un tridngulo y en caso afirmativo hacer la construc-
cion:

(a) 2 cm, 4 cm y 7 cm.
(b) 9 cm, 3 cm y 5 cm.
(c
(d

) 4cm, 5cmy 6 cm.
) 0.7 cm, 2.5 cm y 3.2 cm.

3. Construir un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mida 5 cm y uno de sus catetos
mida 4 cm.

4. Construir un triangulo AABC cuyos lados AB y AC midan 7 cm y 5 cm respectiva-
mente y el /B mida 35°.

Respuestas

1.

Figura 18.11

2. (a) No, porque 2 es menor que 7 — 4 = 3.
(b) No, porque 9 es mayor que 3 +5 = 8.

(c) Si, porque la medida de cada segmento es menor que la suma de las medidas de
los otros dos y mayor que su diferencia.

Figura 18.12

130



(d) No, porque 0.7 = 3.2 — 2.5.

Figura 18.13

4. Se pueden construir dos triangulos: AABC y AABC’, como se muestra en la Figura
18.14.

Figura 18.14
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Leccion 19

Congruencia de triangulos

En esta leccion veremos el concepto de congruencia de triangulos, el primer criterio para
probarla y su aplicacion a casos especiales de triangulos isésceles y rectangulos.

Dos triangulos son congruentes si los tres lados de uno son respectivamente congruentes
con los tres lados del otro y los tres angulos de uno son respectivamente congruentes con los
tres angulos del otro.

Para denotar que dos tridngulos AABC y AA’B’'C’ son congruentes, escribimos

AABC = NA'B'C'.

Figura 19.1
Si
AB=A'B", BC=D(C" , CA=CA y
LAZLA ) /B2 /B L0 = /07,
entonces,
NABC = NA'B'C.
Notas 19.1

e Dos triangulos congruentes tienen la misma forma y el mismo tamano.

e Nos referiremos a los elementos que son congruentes en dos triangulos, como elementos
correspondientes.
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Observemos las senales que colocamos en los lados y en los angulos de la Figura 19.1
para mostrar que son congruentes.

Observemos también el orden de las letras. En general se escriben los angulos corres-
pondientes en el mismo orden, aunque esto no es obligatorio.

e Si superponemos los elementos correspondientes de dos tridngulos congruentes, éstos
coinciden.

Para probar que dos triangulos son congruentes, no es necesario mostrar la congruencia de
todos sus lados y de todos sus angulos. Hay tres criterios, llamados criterios de congruencia
de triangulos, que permiten probar la congruencia con menos informaciéon. En esta leccion
veremos el primero.

Primer criterio de congruencia de triangulos

Criterio lado, angulo, lado, denotado L-A-L

Dos tridngulos son congruentes si dos lados y el dngulo comprendido entre ellos en uno de
los triangulos, son respectivamente congruentes con dos lados y el angulo comprendido entre
ellos en el otro tridngulo.

Figura 19.2

AB= AR, AC = AC7, /A= /A
AABC = AA'B'C

Este criterio nos permite probar el siguiente resultado, que es el mismo enunciado antes como:
"En un triangulo, dngulos opuestos a lados congruentes son congruentes".

Teorema 19.1
Los angulos de la base de un tridngulo isésceles son congruentes.
Prueba

Consideremos el triangulo isésceles AABC, con AB = BC. Tracemos la bisectriz B? del
ZABC, como se muestra en la Figura 19.3.
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Debemos probar que
A= /C.

Figura 19.3

ANABC, B? bisectriz
Como

Bl3 es un lado comun a ambos tridngulos,

/ZABD = /CBD por ser ﬁ bisectriz de ZABC'y
AB = BC por ser los lados congruentes del AABC isosceles,

entonces

AABD = ACBD por el criterio de congruencia L-A-L.

Luego, ZA = ZC por ser elementos correspondientes de triangulos congruentes.
Ejemplo 19.1

En la Figura 19.4, si M es el punto medio de los segmentos AB y CD, hallar z y w.

Figura 19.4

Solucién
Como

AM = MB, por ser M punto medio de AB,
ZAMC = /DM B, por ser opuestos por el vértice y
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CM = MD, por ser M punto medio de C'D,
entonces

ACMA = ADMB, por el criterio de congruencia L-A-L.

Por tanto, los angulos correspondientes son congruentes, es decir, ZDBM = /CAM vy

asi
3w=z+13 (19.1)

y Z/BDM = /ACM, luego
s=w+5 (19.2)

Reemplazando la Ecuacionl9.2 en la Ecuacionl9.1 tenemos
3w = (w+5)+ 13.

Resolviendo esta ecuacion, obtenemos w = 9. Como z = w + 5, z = 9+ 5 = 14. Entonces,
z=14dyw=09.

Nota 19.1

Para aplicar el criterio de congruencia L-A-L en triangulos rectangulos solo se requiere la
congruencia de los catetos como lo muestra el Teorema 19.2.

Teorema 19.2

Dos triangulos rectangulos son congruentes si los catetos de un triangulo son respectivamente
congruentes con los catetos del otro tridangulo.

Prueba

Como los catetos de un tridngulo son respectivamente congruentes con los catetos del otro
y como el angulo comprendido entre ellos es un angulo recto, por el criterio de congruencia
L-A-L los tridangulos son congruentes.

Ejemplo 19.2
En la Figura 19.5,

AABC es isosceles con AC = BC'y
D y F son los puntos medios de AC'y BC
respectivamente.

Probar que:

1. AF = BD.
2. /BAF = /ABD.

Figura 19.5
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Solucién
1. Vamos a probar que AABD = ABAF.
En efecto, como
AB = AB por ser lado comun a los dos triangulos,
ZCAB = ZCBA por ser dngulos opuestos a lados congruentes y
AD = BF, por ser D y F puntos medios de segmentos congruentes,
entonces
AABD = ABAF por el criterio de congruencia L-A-L.
Luego, AF =2 BD por ser elementos correspondientes de triangulos congruentes.

2. /ZBAF = ZABD por ser elementos correspondientes de los triangulos congruentes
ANABD y ABAF.

Ejemplo 19.3

En la Figura 19.6,

AC'y BD son rectas perpendiculares entre si
y B es el punto medio de AC.
Probar que Za = /4.

Figura 19.6

Solucion

Como AC' L. BD, AABD y ACBD son tridngulos rectangulos.

Como B es punto medio de AC, entonces AB = BC y como DB es el lado comtn de los
dos triangulos rectangulos AABD y ACBD, éstos son congruentes por tener los dos catetos
correspondientes congruentes. Luego, sus elementos correspondientes son congruentes y por
tanto, Za = Zf.

Ejemplo 19.4

En la Figura 19.7, si AC = BC'y AD = BE, encontrar el valor de .
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Figura 19.7

Solucién

Como AACB es isosceles ya que AC = BC, entonces ZCAB = /CBA por ser dngulos
opuestos a lados congruentes.

Luego, ZEBC = Z/DAC por ser complementos de angulos congruentes, y como AD = BE
y AC' = BC, por el critero de congruencia L-A-L, ADAC = AEBC.

Por tanto, sus elementos correspondientes son congruentes, y asi DC = CE.
Luego, reemplazando DC' y C'E por sus medidas obtenemos la ecuacion 37 = 2z + 5 .

Resolviendo esta ecuacion obtenemos z = 16.

Ejercicios propuestos

1. En la Figura 19.8,

RB = HB,
=2 Lyy
B punto medio de AF.

Probar que
/R=/H.

Figura 19.8

2. En la Figura 19.9,
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AC = BD,
ZACF = /DBE y
FC > EB.
Probar que

AF =~ DE.

Figura 19.9

3. En la Figura 19.10,

A

s B AR 1 RX , BR L RY,
AR~ RX y BR= RY.
Probar que

AB~XY.

X

Figura 19.10

Respuestas
1. Ayuda: probar que AABR = AFBH.
2. Ayuda: demostrar que AACF = ADBE.
3. Ayuda: demostrar que AARB = AY RX.
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Leccion 20

Otros criterios de congruencia de tridAngulos

En esta leccion veremos otros dos criterios de congruencia de triangulos y su aplicacion a
tridngulos rectangulos.

Segundo criterio de congruencia de tridAngulos

Criterio dngulo, lado, angulo, denotado A-L-A

Dos triangulos son congruentes si un lado y los angulos adyacentes a ese lado de uno de los
triangulos, son respectivamente congruentes con el lado y sus dngulos adyacentes del otro
triangulo.

Figura 20.1

AC =2 AIC", LA LA, LC = 2O
NABC = ANA'B'C'
Nota 20.1

Sabemos que si dos angulos de un triangulo son congruentes con dos angulos de otro triangulo,
el tercer angulo de uno es congruente con el tercer angulo del otro, por suma de angulos
interiores de un tridngulo. Luego, si dos dngulos y un lado cualquiera de un triangulo
son respectivamente congruentes con dos angulos y un lado de otro triangulo, entonces, por
el criterio de congruencia A-L-A, los tridngulos son congruentes. En algunos textos este
resultado aparece como criterio Angulo, dngulo, lado, denotado A-A-L.

Ejemplo 20.1

En la Figura 20.2, si E es el punto medio de AB y AC'|| DB, hallar los valores de x y y.
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Figura 20.2

Solucién

Como

Za = /5 por ser opuestos por el vértice,

AF = EB por ser E punto medio de AB y

/A= /B por ser alternos internos entre paralelas,
entonces

ANAEC = ABED por el criterio de congruencia A-L-A.
Luego, CE =2 ED yasiz =12y DB = AC y entonces y = 7.
Por tanto, x =12y y = 7.

Ejemplo 20.2

En la Figura 20.3,

FQ y RA son rectas que se cortan en H,
/FBA=/RMQy HB=HM .
Probar que
HF 2 HR.

Figura 20.3

Solucién

Como

/FBH = ZRM H por tener suplementos congruentes,
HB=HMy

/ZBHF = ZMHR por ser opuestos por el vértice,

tenemos que
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AFBH = ANRMH por el criterio de congruencia A-L-A.

Luego, HF' = HR por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes.

Nota 20.2

Para aplicar este criterio en tridangulos rectangulos sélo se requiere que uno de los lados y
un angulo agudo adyacente a él en uno de los triangulos, sean congruentes respectivamente
con uno de los lados y un angulo agudo adyacente a él en el otro triangulo, como muestra el
Teorema 20.1

Teorema 20.1

Dos triangulos rectangulos son congruentes si:

1.

Un cateto y el angulo agudo adyacente a él de un tridngulo, son congruentes respecti-
vamente con un cateto y el dngulo agudo adyacente a él del otro triangulo.

. La hipotenusa y un angulo agudo de un triangulo, son congruentes respectivamente con

la hipotenusa y un angulo agudo del otro tridngulo.

Prueba

1.

Como el dngulo agudo adyacente a uno de los catetos de un triangulo, es congruente
respectivamente con el &ngulo agudo adyacente a uno de los catetos del otro triangulo,
y el otro dngulo adyacente al cateto es un angulo recto, entonces los dos dngulos adya-
centes al cateto son congruentes respectivamente con los del otro triangulo y como el
cateto lo es, por el criterio de congruencia A-L-A los tridngulos son congruentes.

. Siuno de los angulos adyacentes a la hipotenusa de un triangulo es congruente respecti-

vamente con uno de los 4ngulos agudos adyacentes a la hipotenusa del otro tridngulo, el
otro angulo agudo también lo serd porque son el complemento de &ngulos congruentes y
como la hipotenusa es congruente en los dos triangulos, los triangulos son congruentes
por el criterio de congruencia A-L-A.

Ejemplo 20.3
En la Figura 20.4,

AB , CD y EF son rectas que se cortan en
R,

/BRF = /DRF
EC 1 CDenC ,EA1 AB en A.

Probar que

EC ~ FA.
Figura 20.4

Solucion

Como
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/CRE = ZARFE porque ZCRE = ZDRF por ser opuestos por el vértice, ZARE = /BRF
por ser opuestos por el vértice y Z/BRF = /DRF,

y ER = ER por ser lado comtn a los dos triangulos,
entonces

AFECR = AFEAR por ser triangulos rectangulos que tienen la hipotenusa y un angulo agudo
respectivamente congruentes.

Luego, EC = EA por ser elementos correspondientes de triangulos congruentes.

Tercer criterio de congruencia de triangulos

Criterio lado, lado, lado, denotado L-L-L

Dos triangulos son congruentes si los tres lados de uno de los triangulos son respectivamente
congruentes con los tres lados del otro triangulo.

Figura 20.5

AC=AC'", BC=DB'C'",CA=CA
ANABC =2 NA'B'C
Ejemplo 20.4
En la Figura 20.6,

AH =2 BRy BH = AR.
Probar que

/ZH = /R.

Figura 20.6

Solucién

Como

144



AH =~ BR,
BH = ARy
AB = AB por ser lado comun a ambos triangulos,

entonces
AABH = AABR por el criterio de congruencia L-L-L.

Luego, ZH = /R por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes.
Ejemplo 20.5
En la Figura 20.7,

Figura 20.7

Probar, bajo las condiciones dadas en cada numeral, que AABC = AABD.
1. Z1= L2y /3= /4.
2. AC=2ADy /1= /2.
3. AC= ADy BC = BD.

Solucién
1. Como
1= /2,
AB = AB por ser lado comin a los dos triangulos y
/3= /4,
entonces
ANABC = AABD por el criterio de congruencia A-L-A.
2. Como
AC = AD,
122y

AB = AB por ser lado comun a los dos triangulos,
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entonces

ANABC = AABD por el criterio de congruencia L-A-L.

BC=>~BDy
AB = AB por ser lado comiin a los dos triangulos,
entonces
AABC = AABD por el criterio de congruencia L-L-L.
Nota 20.3
No necesariamente si en dos tridngulos los angulos de uno de los triangulos son respectiva-

mente congruentes con los dngulos del otro triangulo, los tridngulos son congruentes. Esto
lo ilustramos en la Figura 20.8

Figura 20.8

LA LA, /B /By ZC = ZC', pero los lados respectivos no son congruentes.

Observemos que estos dos triangulos tienen la misma forma pero distinto tamano y, como
veremos mas adelante, estos tridngulos se llaman tridangulos semejantes.

Nota 20.4

Aclaramos que no hemos hecho aqui las pruebas de los criterios de congruencia de triangulos,
pero es posible hacerlas.

Ejercicios propuestos
1. En la Figura 20.9,
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Figura 20.9

2. En la Figura 20.10,

Figura 20.10

3. En la Figura 20.11,

Figura 20.11

Respuestas

1. Ayuda: probar que AADC = NAEB.

BE1 ACen E,CD 1L ABenDy
AE ~ AD.
Probar que

BE =~ (CD.

AD = CD,
AB~CB
y E, By D son puntos colineales.

Probar que
AE ~ CE.

AB=CD , AD = BC
/ZDAC =60° , ZCAB = 24°,
LACD =2xy LACB = 3y.
Hallar z y y.

2. Ayuda: probar que AADB = ACDB y que NADE = ANCDE.

3. x=12°y y = 20°.
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Leccion 21

Rectas en el tridAngulo

Alturas y Mediatrices

Las rectas mas importantes o rectas notables en un tridngulo son las alturas, medianas,
mediatrices y bisectrices. En esta leccién veremos las alturas y mediatrices, sus puntos de
interseccion y algunas de sus propiedades.

Alturas

Una altura de un triangulo es el segmento de recta perpendicular trazado desde un vértice
del tridngulo hasta el lado opuesto o hasta su prolongacion.

En la Figura 21.1, AE, BF y C'D son
las alturas del triangulo ABC.

Las tres alturas de un triangulo se cor-
tan en un tnico punto O, llamado or-
tocentro del tridngulo.

Figura 21.1

Ejemplo 21.1
Construir un triangulo rectangulo y un triangulo obtusangulo y trazar sus alturas.
Solucién

Para trazar cada una de las alturas de estos triangulos debemos recordar el procedimiento
para construir una recta perpendicular a una recta dada que pase por un punto fuera de ella,
que se explicd en una lecciéon anterior.

Como las tres alturas se cortan en un tnico punto, para trazarlas es suficiente construir dos
de ellas y la tercera se obtiene trazando el segmento de recta entre el vértice respectivo y el
lado opuesto, que pase por el ortocentro.
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En la Figura 21.2, trazamos las alturas de un triangulo rectangulo y de un triangulo obtusén-
gulo. Si observamos las Figuras 21.1 y 21.2 vemos que:

e El ortocentro es un punto interior del tridngulo, si éste es acutangulo.

e En el tridngulo rectangulo dos de las alturas coinciden con los catetos del triangulo y
las tres alturas se intersecan en el vértice del angulo recto.

AABC rectangulo AABC obtusangulo
Figura 21.2

e Fn el tridngulo obtusangulo AABC, dos de las alturas se trazan sobre la prolongacion
de dos de sus lados y el ortocentro esta fuera del triangulo.

Ejemplo 21.2
En la Figura 21.3, el AABC es isosceles con AB = AC.

Probar que las alturas BE y CD
trazadas desde los vértices de los
angulos /B y ZC respectivamente,
adyacentes a la base del triangulo, son
congruentes

Figura 21.3
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Solucién

Debemos probar que BE = CD.

Como

ABDC y ACEB son rectangulos,

/ABC = ZACB por ser ANABC' isbsceles y
BC es hipotenusa comin,

entonces

ABDC = ACEB, por ser triangulos rectangulos con la hipotenusa y un angulo agudo
respectivamente congruentes.

Luego, BE = CD por ser elementos correspondientes de triangulos congruentes.

Mediatrices

Las mediatrices de un triangulo son las mediatrices de sus lados.

Llamemos D, E y F a los puntos
medios de los lados del triangulo ABC,
como se muestra en la Figura 21.4.

Las rectas DO, FO y FO son las me-
diatrices del tridngulo.

Las tres mediatrices de un tridngulo se
intersectan en un tnico punto O, lla-
mado circuncentro del triangulo.

Figura 21.4

Para presentar una propiedad importante del circuncentro vamos a probar el siguiente teo-
rema, utilizando la congruencia de tridngulos.

Teorema 21.1

Todo punto de la mediatriz de un segmento de recta equidista de los extremos del seg-
mento.
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Prueba

Sea AB un segmento de recta, E su
punto medio y la recta [ su mediatriz.

Si P un punto cualquiera de I,

debemos probar que AP = BP.
Figura 21.5

Como

ANAEP y ABEP son triangulos rectangulos, por ser [ la mediatriz de AB,
AE = EB, por ser E punto medio de AB y

EP es lado comin de ambos triangulos

entonces

AAEP = ABEP por ser tridngulos rectangulos con los catetos correspondientes congru-
entes.

Luego, AP = BP por ser elementos correspondientes de triangulos congruentes.

Como todo punto de la mediatriz de un segmento de recta equidista de los extremos del
segmento, por teorema anterior, y el circuncentro es un punto comun a las tres mediatrices
de un triangulo, el circuncentro O es un punto que equidista o esta a la misma distancia de
los tres vértices del triangulo.

Por tanto, O es el centro de la circunferencia que pasa por los tres vértices del triangulo,
como se muestra en la Figura 21.6, y se conoce como circunferencia circunscrita.

En la Figura 21.6,

AABC

OF, OF y OG mediatrices
OA=0B=0C.

Figura 21.6
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Ejemplo 21.3
Construir un triangulo acutangulo y un triangulo rectangulo y trazar sus mediatrices.
Solucién

Trazamos la mediatriz de cada uno de los lados de los tridngulos, como se explicé en una
leccion anterior.

AABC acutangulo AABC rectangulo
Figura 21.7
En el triangulo rectangulo de la Figura 21.7 observamos que el circuncentro esta sobre la
hipotenusa.
Ejemplo 21.4
Consideremos el AABC de la Figura 21.8.

Las rectas [ y p son las mediatrices de
los lados AB y AC respectivamente,
que se intersectan en O.

Si OA = 5, sin usar una regla para
medir, ;qué podemos decir de la me-
dida de OB y OC?

Figura 21.8
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Solucién

Como [ es la mediatriz de AB, entonces todo punto de [ y, en particular el punto O, equidista
de Ay de B. De igual manera, como p es la mediatriz de AC, entonces todo punto de p y,
en particular O, equidista de A y de C. Esto es, el punto O esta a la misma distancia de A,
By C y por lo tanto

OA=0B=0C.

Luego, como OA = 5 entonces OB =5y OC = 5.

Ejercicios propuestos

1. En el AABC de la Figura 21.9 tenemos que: AH = HC, AD =~ DB, HN 1 AC,
CEL1AB, AF1CBy DJ1LAB.

Figura 21.9

Dar el nombre de los siguientes elementos que aparecen en la Figura 21.9: la recta HN,
AF, CE, punto O, la recta DJ y el punto M.

2. Se quiere construir un centro de salud que preste servicio a los habitantes de tres pueblos
de Antioquia ubicados en los puntos A, B y C, como se muestra en la Figura 21.10.

Figura 21.10
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Hallar, en el plano determinado por A, By C, el punto S en el cual se debe construir
el centro de salud de tal manera que esté a igual distancia de los tres pueblos.

3. En el AABC de la Figura 21.11, AE vy BD son dos alturas del triangulo que se
intersecan en el punto O.

Figura 21.11

Si AD =~ BE,

(a) Probar que ADOA = AEOB.
(b) Probar que el ADEC es isosceles.
(c¢) (El AABC es isosceles?
)

(d) ¢Las alturas AE y BD son congruentes?

Respuestas

1. HN y DJ son mediatrices del AABC relativas a los lados AC y AB, AF y C'E son
dos alturas del AABC', O es ortocentro del AABC' y M es el circuncentro del AABC.

2. Ayuda: utilizar el Teorema 21.1.
3. (a) Ayuda: recordar los criterios de congruencia para tridngulos rectangulos.
(b) Ayuda: probar que ACDB = ACFEA.
(¢) Ayuda: utilizar la congruencia de triangulos que demostro6 en (b).
)

(d) Ayuda: utilizar la congruencia de triangulos que demostr6 en (b).
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Leccion 22

Rectas en el tridAngulo

Medianas y bisectrices

En esta leccion continuaremos el trabajo con las rectas notables en un tridngulo. Veremos
las medianas y las bisectrices, sus puntos de interseccién y algunas de sus propiedades.

Medianas

Una mediana de un triangulo es el segmento de recta trazado desde un vértice hasta el
punto medio del lado opuesto.

Llamemos D, E y F a los puntos
medios de los lados del triangulo ABC),
como se muestra en la Figura 22.1.

AE, BF y CD son las medianas del
triangulo.

Las tres medianas de un triangulo se
cortan en un dnico punto O, llamado
baricentro del tridngulo.

Figura 22.1
Ejemplo 22.1

Construir un tridngulo obtusdngulo que tenga un lado de 6 ¢m, con angulos adyacentes de
140° y 20° y trazar sus medianas.

Solucion

Para construir el tridngulo trazamos un segmento de recta, llamémoslo AB, cuya medida
sea 6 cm y en sus extremos, usando regla y transportador, trazamos los angulos de 140° y
20°.  Luego, prolongamos los lados de estos angulos hasta que se corten en un punto que
corresponde al vértice C', como se muestra en la Figura 22.2.

157



Figura 22.2

Para trazar las medianas, hallamos el punto medio de cada lado, como se explicdé en una
leccion anterior, y luego trazamos los segmentos de recta desde cada vértice hasta el punto
medio del lado opuesto.

Ejemplo 22.2

1. Construir un AABC isésceles cualquiera y trazar las medianas de los angulos /B y
/(' adyacentes a su base.

2. Si BE y OD son las medianas trazadas en (a) y G es su punto de interseccién, probar
que ABCFE = ACBD.

3. /Qué podemos afirmar de las medianas BE y CD?
4. ;Qué podemos afirmar de /GBC'y Z/GCB?
5. ;Es el AGBC isosceles?

Solucién

1. Para construir un AABC is6sceles procedemos asi:

Trazamos un segmento BC' cualquiera.

Con el compas con centro en B y un
radio mayor que la mitad de la medida
de BC' trazamos un arco.

Haciendo centro en C' y con el mismo
radio trazamos otro arco que corte al
primero.

El punto de interseccion de estos dos
arcos es el vértice A.

Unimos A con By C'y obtenemos un
ANABC isosceles con AB = AC, como

se muestra en la Figura 22.3.
Figura 22.3
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Para trazar las medianas BE y CD hallamos los puntos medios E'y D de AC v
AB, respectivamente, y luego trazamos los segmentos BE y C'D que son las medianas
pedidas.

2. Como
BC es lado comin,
/B = ZC por ser AABC iso6sceles y
EC = DB por ser E 'y D puntos medios de los lados congruentes AC' y AB,
entonces
ABCEFE = ACBD por criterio de congruencia L-A-L.

3. Como ABCFE = ACBD y elementos correspondientes de triangulos congruentes son
congruentes, entonces BE = C'D. Esto es, las medianas trazadas desde los angulos de
la base de un tridngulo is6sceles son congruentes.

4. Por la misma razén dada en 3., ZGBC = LGCB.

5. Si, porque tiene dos angulos congruentes, Z/GBC'y ZGC B, y en un triangulo los lados
opuestos a angulos congruentes son congruentes.

Bisectrices

Las bisectrices de un triangulo son las bisectrices de sus angulos.

En la Figura 22.4,

/ﬁ , lﬁ y @ son las bisectrices

del AABC.

Las tres bisectrices de un trian-
gulo se intersectan en un unico
punto O, llamado incentro del
triangulo.

Figura 22.4

En el siguiente teorema, utilizando la congruencia de triangulos, probaremos que los puntos
de la bisectriz de un angulo equidistan o estéan a igual distancia de los lados del angulo. Con
este resultado podemos enunciar una propiedad importante del incentro.
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Teorema 22.1
Todo punto de la bisectriz de un angulo equidista de los lados del angulo.

Prueba

Sea ZAOB un angulo y 5ﬁ su bisec-

triz.
Si P es cualquier punto de 513, debe-
mos probar que P equidista, es decir,
estd a la misma distancia de los lados
=5
OAvy OB del ZAOB.

Figura 22.5

Sean PE y PF los segmentos perpendiculares desde P a los lados del angulo, como se
muestra en la Figura 22.5. Asi, PE yE son las distancias de P a los lados OB y OA,
respectivamente. Debemos probar que PE = PF.

Como

AOEP y AOFP son rectangulos,

/1= /2 por ser O? bisectriz de ZAOB y
OP es hipotenusa comiin,

entonces

ANOEP = AOFP, por tener la hipotenusa y un angulo agudo respectivamente congru-
entes.

Luego, sus elementos correspondientes son congruentes y asi
PE = PF.

Esto es, todo punto de la bisectriz de un angulo equidista de los lados del angulo.

Como los puntos de la bisectriz de un angulo equidistan de los lados del dngulo y como el
incentro O es un punto comun a las tres bisectrices entonces O es un punto que equidista de
los tres lados del triangulo.

Por tanto, O es el centro de la circunferencia que “ toca” los tres lados del triangulo, como se
muestra en la Figura 22.6, y se conoce como circunferencia inscrita.
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En la Figura 22.6,
NABC
E, l@ y (% bisectrices

OF = OF = 0G.

Figura 22.6

Es importante tener en cuenta que, en general, la altura, la mediana, la mediatriz y la
bisectriz en un tridngulo no coinciden, como vemos en la Figura 22.7.

Figura 22.7

En algunos casos especiales estas rectas pueden coincidir como lo probaremos en el siguiente
teorema.

Teorema 22.2

En un triangulo isosceles, la bisectriz del angulo del vértice es a la vez altura, mediana y
mediatriz de la base.

Prueba

Sea AABC un triangulo isésceles con AB =2 AC' y sea E la bisectriz del ZBAC.
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Figura 22.8

Debemos probar que zﬁ es altura, mediana y mediatriz de la base.
Como

AB = AC porque AABC es isosceles,

/BAD = /C'AD porque /ﬁ es la bisectriz del ZBAC'y

AD = AD porque es el lado comin de AADB y AADC,

entonces

por criterio de congruencia L-A-L, AADB = ANADC.

Por tanto, BD = DC' v ZADB = /ADC, por ser elementos correspondientes de tridngulos
congruentes.

Como BD = DC entonces D es el punto medio de BC. Por tanto, zﬁ también es me-
diana.

Como ZADB y ZADC' son angulos suplementarios y congruentes,
/ZADB + ZADC = 180°

y por tanto,
/ADB = ZADC = 90°.

Luego, AD L. BC'y @ es altura.

Como E es perpendicular en el punto medio de BC' entonces E es mediatriz de la base
BC.

Ejemplo 22.3

Probar que para todo angulo de un tridngulo equilatero la bisectriz del dngulo es a la vez
altura, mediana y mediatriz del lado opuesto.

Solucién

Como todo tridangulo equilatero es isésceles, para cualquier angulo del tridngulo, si conside-
ramos el lado opuesto como la base del triangulo, su bisectriz es a la vez altura, mediana y
mediatriz de la base, como se probo en el Teorema 22.2.
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Ejercicios propuestos

1. En el AABC de la Figura 22.9, B y ﬁ son bisectrices de los angulos /Ay /B
respectivamente, FH || ABy E, D y H son puntos colineales. Probar que AAED y
ABHD son isbceles.

Figura 22.9

2. Enel AABC dela Figura 22.10, la mediana BM, trazada desde el vértice B, se prolonga
hasta el punto E de tal manera que M E = M B. Probar que ACEM = NABM.

Figura 22.10

3. En el AABC de la Figura 22.11, C@ es la bisectriz del ZC'y Z1 y £2 son los angulos
que @ forma con el lado AB. Probar que £1 — /2= /B — /A.

Figura 22.11
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4. En la Figura 22.12, PS = PQ, ﬁ es la bisectriz del ZSPQ y los puntos P, Ry T
son colineales. Probar que SR = RQ y que ﬁ es la bisectriz del ZSRQ).

Figura 22.12

Respuestas

1. Ayuda: recordar el concepto de bisectriz y las propiedades de los angulos formados por
dos rectas paralelas cortadas por una secante.

2. Ayuda: recordar el concepto de mediana y los criterios de congruencia de tridngulos.

3. Ayuda: recordar el concepto de bisectriz y las propiedades de los dngulos interiores o
de los angulos exteriores de un triangulo.

4. Ayuda: recordar el concepto de bisectriz y probar que APSR = APQR.
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Leccion 23

Segmentos congruentes entre paralelas

Proporcionalidad de segmentos

En esta leccion probaremos dos resultados que relacionan la congruencia de segmentos y el
paralelismo de rectas y con base en ellos dividiremos un segmento de recta en segmentos
congruentes. Veremos ademas el concepto de proporcionalidad de segmentos.

Teorema 23.1

Dos segmentos de recta paralelos entre si, comprendidos entre rectas paralelas, son congru-
entes.

Prueba

Consideremos las rectas L || R y los segmentos de
recta AB || C'D.

Debemos demostrar que

AB=CD.

Figura 23.1

Trazamos C'B.

Como

/ABC = /DCB por ser alternos internos entre paralelas,
CB = CB por ser lado comiin y

/ACB = /DBC por ser alternos internos entre paralelas,
entonces

ANABC = ADCB por el criterio de congruencia A-L-A.

Luego, AB = CD por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes.
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Teorema 23.2

Si tres o méas rectas paralelas determinan segmentos congruentes sobre una secante, entonces
también lo hacen sobre cualquier otra secante.

Consideremos las rectas

AF |BG || CH | DI | EJ---
y las rectas AE y FJ secantes.
SSAB=2BC=2CD=DE=--.

debemos probar que

FGXGHXHI~]

I

Figura 23.2

Prueba

Figura 23.3

Si las rectas secantes AE y F'J son paralelas, el resultado es consecuencia del teorema ante-
rior.

Supongamos que AE y F'J no son paralelas; veamos que también en este caso se cumple el
resultado.

Tracemos AK || FG , BO || GH y nombremos los angulos como se muestra en la Figura
23.3

166



Como

Za = /5 por ser correspondientes entre paralelas, ya que AK y BO son ambas paralelas a
F'J, entonces ellas son paralelas entre si,

AB = B(C segin el enunciado y

/9 = Ly por ser correspondientes entre paralelas,

entonces

AABK = ABCO por el criterio de congruencia A-L-A, y asi

AK = BO por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes.

Como AK = FG y BO = GH por ser segmentos paralelos entre paralelas, entonces
FG=GH.
En forma similar podemos demostrar que GH = HI = [J = . ..

El teorema anterior nos da las herramientas para la siguiente construccion.

Construccion 23.1

{Como dividir un segmento de recta en segmentos congruentes?

Figura 23.4

Sea AB el segmento dado.

Para ilustrar la construccion, vamos a dividir el segmento AB en cinco segmentos congruentes
entre si.

A partir del extremo A y con un dngulo cualquiera, trazamos la recta AC.

Desde A y sobre AC, construimos cinco segmentos de medida arbitraria, pero que sean
congruentes entre si: ADy = D1 Dy = DyD3 = DDy = DyDs.

Trazamos el segmento BDs.

Por D; , D, , D3 v D, trazamos rectas paralelas a BDs que cortan a AB en los puntos P,
P, Py yv Py respectivamente, como ya se explico.
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Entonces, por el teorema anterior, AP, = PP, = P,P; = P3P, = P, B.

Proporcionalidad de segmentos de recta

Recordemos los conceptos de razén y proporcion.

Una razoén es el cociente de dos niimeros reales y una proporcidén es una igualdad entre dos
razones.

3 18
Por ejemplo, 1 es una razon y -~ €s una proporcion.

. a c . . .
Una proporciéon como 7= 3 se conoce como una proporcion simple, porque tiene sélo cuatro

numeros, pero podemos tener proporciones con igualdad de varias razones como

Algunas propiedades de las proporciones, muchas de las cuales utilizaremos en esta leccion,
son:

Si
a_c
b d
donde a, b, ¢ y d son nameros reales diferentes de cero, entonces
1. ad = be
a b
2. — = —
c d
d c
3. —=-—
b a
b d
4. — = —.
a ¢

Dos segmentos de recta son proporcionales a otros dos segmentos, si la razén entre las
medidas de los dos primeros es igual a la razén entre las medidas de los otros dos.

AB MN SRR —
Por ejemplo, si rodn] = R—_Q, decimos que los segmentos AB y C'D son proporcionales a los
segmentos M N y R(Q. También acostumbramos decir que AB es a C'D como MN es a RQ.

Ejemplo 23.1

30
Si Z—O = 5—0 =50’ icudles son los valores de x y y?
Solucién
30
Como % = 20 entonces ¥ = 20 -40 = 60
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30 30
O%ZQ—OentoncesyZQ—OﬁO:?&

y com
Ejercicios propuestos

1. Dividir un segmento de recta AB en el nimero de segmentos congruentes indicado en
cada literal.

(a) Tres.
(b) Cinco.
(c) Siete.
2. Hallar los valores de = y y si
r 2 16
20 y 48

3. Escribir en forma de proporcién las siguientes expresiones:
(a) Dos es a tres como la medida del segmento AB es a la medida del segmento BC.
(b) 3—x)esa(2+y)comobesa 2.

(c) En el triangulo AABC de la Figura 23.5, la bisectriz 1@ del dngulo ZA divide el
lado BC' en segmentos proporcionales a los lados adyacentes a los dos segmentos.

Figura 23.5

Respuestas

1. (a) Enla Figura 23.6 se muestra un segmento AB dividido en tres segmentos congru-
entes.

AC=CD=DB
Figura 23.6
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(b) En la Figura 23.7 se muestra un segmento AB dividido en cinco segmentos con-
gruentes.

AC=ZCD=DE=FEF=FB
Figura 23.7

(c) En la Figura 23.8 se muestra un segmento AB dividido en siete segmentos con-

gruentes.
AC=ZCD=DE=2FEF2FG=GH=HB
Figura 23.8

20

= — :6

x 3 yy
2 AB

(a) —- = —.
3  BC
3—x b

b = —.

(b) 24y 2
BD CD

(C) = = =
BA CA

170



Leccion 24

Teorema de Tales

En esta leccién presentaremos dos teoremas, uno de ellos conocido como el Teorema de
Tales, que relacionan el paralelismo entre rectas y la proporcionalidad de segmentos de recta,
ambos muy importantes para el trabajo sobre semejanza de triangulos, que desarrollaremos
més adelante.

Teorema 24.1 Teorema de Tales

Si tres o mas rectas paralelas entre si cortan dos rectas secantes diferentes, los segmentos de-
terminados en una de ellas son proporcionales a los correspondientes segmentos determinados
en la otra.

Si AF | BG || CH | DI | EJ---

y AE y F'J son rectas secantes, entonces

AB BC CD _
FG GH HI

Las proporciones se pueden establecer entre
segmentos determinados por cualquier par
de rectas paralelas. Por ejemplo,

S
&S|

I

|
A4

Figura 24.1

Prueba

Consideremos una unidad de medida v tal que AB = mu y BC = nu, con m y n nimeros
naturales.

Coloquemos dicha unidad m veces sobre el segmento AB y n veces sobre el segmento BC' y
por cada uno de los puntos de unién de la unidades u, tracemos rectas paralelas a AF', como
se muestra en la Figura 24.2.
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Figura 24.2

Entonces, FG queda dividido en m segmentos congruentes, cada uno de ellos de medida,
digamos v y GH queda dividido en n segmentos de la misma medida v. Asi que F'G = mv
y GH = nv.

Luego,
AB _mum FG _muv m
BC nu n ' GH m  n
Por tanto, -
AB FG
BC GH
Y por propiedad de las proporciones,
AB BT
FG GH
En forma similar probamos que L
BC CD
GH HI

Ejemplo 24.1

Tres lotes de terreno A, B y C se extienden desde la Calle Principal hasta la Avenida Central,
como se muestra en la Figura 24.3.

Los linderos laterales son segmentos perpen-
diculares a la Calle Principal.

Si el frente total de los terrenos en la Avenida
Central mide 120 m, determinar la medida
del frente de cada lote en la Avenida Cen-
tral.

Figura 24.3
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Solucion

Segun el Teorema 24.1 si tres o mas rectas paralelas determinan segmentos sobre dos rectas
secantes, los segmentos determinados sobre una de ellas, son proporcionales a los segmentos
determinados sobre la otra recta secante.

Si llamamos z, y y 2z a las medidas de los frentes de los lotes A, B y C' respectivamente, sobre
la Avenida Central, tenemos

x Y z 120 4

40 30 20 90 3

4 4 160
Como % =73 entonces r = 3 40 = 5
4 4
Como 3_3/0 =3 entonces y = 3 30 = 40.
4 4
Como Z - —, entonces z = - - 20 = @
20 3 3 3

60 80
Luego, los frentes de los lotes A, B y C miden 5 m, 40m y 3 m respectivamente.

Teorema 24.2 Teorema fundamental de la proporcionalidad

Si una recta paralela a un lado de un triangulo, corta a los otros dos lados en puntos distintos,
entonces determina sobre ellos segmentos que son proporcionales a estos lados.

En el AABC si D y E son puntos sobre los
lados AB y AC|, respectivamente, tales que
DE || BC, entonces

A _ac
AD AE
o también -
AD AE
DB EC

Figura 24.4

Prueba

Por el punto A tracemos una recta RS tal que RS || DE || BC como se muestra en la Figura
24.5.

173



Por el Teorema 24.1,

Figura 24.5

El reciproco del teorema anterior también se cumple, es decir, si una recta corta a dos lados
de un triangulo y determina segmentos proporcionales a esos dos lados, entonces la recta es
paralela al tercer lado.

Ejemplo 24.2
En el ARPQ de la Figura 24.6, ST || PQ.

Completar los siguientes enunciados:

RP ? RS ?
—_— = 5 b::—
VES T T 5P T
? 3P RT
C)_:S:, d)R::—’
? RP RQ ?
I S
" 7 w7
Figura 24.6
Solucién
JFP_TQ TP _TQ
RS RT RS ST
RS RT TQ SP
b)::: C) ——
SP TqQ RQ RP
JFT_FS BT _ST
RO RP RQ PO
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T _5P WS _RP
RT TQ RT RQ
L FQ_FT . FQ_TQ
RP RS RP SP

Ejemplo 24.3

En la Figura 24.7, DE || AB. Vamos a hallar las medidas de algunos segmentos del tridngulo,
dadas las medidas de otros.

1. Si AC =12, CD =4, CE = 8, hallar BC.
2. Si AD =6, BE = 15, CD = 4, hallar CE.
3. Si BC =22, EB =6, CD = 8, hallar AC.

Figura 24.7
Solucién
Como DE || AB entonces
AC  BC — AC —— 12
1.:C::C,luegOBC::O>< EF=—x8=24
cD C(CF D 4
2. C:D:Q,entoncesﬁ:C:D xB_:%x 15:@:10.
AD BE AD 6 6
AC  BC
3. :C::CycomoC’E:BC’—EB:22—6:16,
cD CFE
entoncesA_:B:C XC_D:% x & =11.
E 16

Ejemplo 24.4

En la Figura 24.8, si los segmentos tienen las medidas indicadas, encontrar los valores de x
para los cuales DFE || AB.

Figura 24.8
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Solucién

Para que DE sea paralela a AB se debe cumplir que los segmentos determinados por los
puntos D y E sobre los lados AC' y BC' respectivamente, sean proporcionales, es decir,

D CE
DA EB
Sustituyendo los segmentos por sus medidas, tenemos

r—3 B 4
3r—19 x—4

Resolvamos esta ecuacion:
(x —3)(x —4) =4(3x — 19)
= Tr+12= 122 — 76
1® — 192+ 88 =0
(x —8)(z —11) = 0.
Luego, x =8 6 x = 11, lo que quiere decir que hay dos soluciones posibles.

Se deja como ejercicio para el lector comprobar que estos valores satisfacen la proporcionali-
dad.

Ejemplo 24.5
En la Figura 24.9,

TS =18, VS =4,
RS =9y RU =T.
;Sera UV || RT?

Figura 24.9

Solucién

Para que UV sea paralela a RT es necesario que los segmentos determinados por U y V sobre
S — RS US
los lados RS y T'S respectivamente sean proporcionales, es decir, si g = To

- 9 2
Como US = RS — RU =9 — 7 = 2, reemplazando éste y los valores dados tenemos &1
1

implificando — = —.
y simplificando 5 = o
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Luego, los segmentos son proporcionales y por tanto uv I RT.

Ejercicios propuestos

1. Probar que el segmento de recta que une los puntos medios de dos de los lados de un
triangulo es paralelo al tercer lado y su medida es igual a la mitad de la medida de
dicho lado.

2. Si en la Figura 24.10, D y E son los puntos medios de AB y BC respectivamente, y
AC = 8, hallar la medida de DE.

Figura 24.10

3. Con los datos suministrados en la Figura 24.11, calcular la medida de los segmentos
DA, CE y EB, suponiendo que DE || AB.

Figura 24.11

Respuestas

1. Ayuda: trazar por uno de los extremos del segmento que une los puntos medios, una
recta paralela al lado que contiene el otro extremo de dicho segmento y usar el reciproco
del Teorema 24.2 y la congruencia de triangulos.

2. 4.
3. DA=15 CE =10y EB = 30.
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Lecciéon 2D

Semejanza de triangulos

En esta leccion veremos el concepto de semejanza de triangulos, las condiciones que se deben
cumplir para que dos tridangulos sean semejantes, el primer criterio de semejanza de triangulos
y algunos criterios de semejanza de triangulos rectangulos.

En general, dos figuras geométricas son semejantes si tienen exactamente la misma forma,
pero no necesariamente el mismo tamano. Por ejemplo, dos circunferencias cualesquiera son
semejantes, lo mismo ocurre con dos cuadrados y con dos triangulos equilateros. Este hecho
puede expresarse diciendo que dos figuras son semejantes si una de ellas es un modelo a escala
de la otra.

Figura 25.1

Consideremos los tridngulos ABC' y A’B'C’ en los cuales designamos la medida del lado
opuesto a ZA por a, la del lado opuesto al ZB por b, y similarmente para los otros lados
como aparecen senalados en la Figura 25.1.

Decimos que los triangulos AABC y AA'B’'C’" son semejantes si /A= /A", /B = /B,
/C = ZC" y los lados son proporcionales ast:

c
a v

En este caso decimos que los dngulos ZA, /B y ZC son correspondientes a los angulos
LA, /By ZC', respectivamente, y que los lados a, b y ¢ son correspondientes a los lados
a’, by ¢ respectivamente. Siel AABC es semejante al AA’B'C’ denotamos esto por

AABC ~ NA'B'C'.
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Entonces, para que dos tridngulos sean semejantes se requieren dos condiciones:
1. Que los angulos correspondientes sean congruentes.
2. Que los lados correspondientes sean proporcionales.

Notas 25.1

e Dos triangulos semejantes tienen la misma forma pero no necesariamente el mismo
tamano.

e Dos tridngulos congruentes son semejantes.

e Observemos que aunque no es obligatorio escribir los angulos correspondientes en el
mismo orden, por claridad siempre debemos tratar de hacerlo.

Existen unos criterios, llamados criterios de semejanza de tridngulos, que con menos infor-
macion, nos garantizan la semejanza entre dos tridngulos. Veamos el primero de ellos.

Primer criterio de semejanza de triangulos

Criterio A&ngulo, angulo, 4ngulo denotado A-A-A

Si en dos triangulos los angulos de uno son respectivamente congruentes con los dngulos del
otro, los dos tridngulos son semejantes.

Figura 25.2

Estoes, si L/A= /A, /B /By /C = /', entonces

ANABC ~ NA'B'C'.

Nota 25.1

Como la suma de las medidas de los angulos interiores de un tridngulo es 180°, si se conocen
las medidas de dos de los dngulos queda determinada la medida del tercer &ngulo y por tanto,
podemos expresar el criterio A-A-A en una forma mas sencilla como criterio A-A.
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Ejemplo 25.1

En la Figura 25.3, AB || DE.
1. Demostrar que AABC ~ ADEC.

2. 8iAB=8,AC =6y CD =3,
hallar ED.
Figura 25.3

Solucién
1. Como
ZACB = /DCE por ser opuestos por el vértice,
/BAC = ZCDE por ser alternos internos entre paralelas,
entonces
ANABC ~ ADEC por el criterio de semejanza A-A.

2. Como los dos tridangulos son semejantes, podemos establecer relaciones de proporcio-
nalidad entre lados correspondientes asi

AB ED
AC CD
Entonces, ED = 22 « 0D = & x 3 4.
AC 6
Luego, ED = 4.
Nota 25.2

Como todos los triangulos rectangulos tienen un angulo congruente, el angulo recto, en-
tonces:

Dos triangulos rectangulos son semejantes cuando un angulo agudo en uno de ellos es con-
gruente con un angulo agudo en el otro.

Figura 25.4
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Si /B = /B’ entonces AABC ~ AA'B'C".
Ejemplo 25.2
En la Figura 25.5, ZA es recto y BE || CD.

Demostrar que
ANABE ~ ANACD.

Figura 25.5

Solucién
Como BE | CD, ZABE = ZACD por ser correspondientes entre paralelas.

Luego, como los tridngulos son rectangulos y tienen un dngulo agudo congruente,

AABE ~ AACD.

Apliquemos el criterio de semejanza A-A para probar el siguiente teorema, conocido en
algunos textos como Teorema de Tales.

Teorema 25.1

Si una recta paralela a un lado de un tridngulo interseca a los otros dos lados en puntos
distintos, entonces determina un segundo tridngulo semejante al primero.

Prueba

En el AABC si DE || BC,
debemos demostrar que

ANADE ~ ANABC.

Figura 25.6
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Como las rectas DE y BC' son cortadas por la secante AB,
ZADFE = /B por ser angulos correspondientes entre paralelas y
ZAED = /C por la misma razon,

entonces,

ANADE ~ NABC por el criterio de semejanza A-A.

Observemos que del Teorema 25.1 se deduce el Teorema Fundamental de la Proporcionalidad,
al que no le habiamos hecho la prueba en su momento.

Ejemplo 25.3
Consideremos los tridngulos AABC' 'y AADE de la Figura 25.7.

Demostrar que
NABC ~ ANADE.

Figura 25.7

Solucién

Como ZADFE %ABC’ por tener la misma medida y como son édngulos correspondientes,
entonces DE || BC.

Por tanto, por el Teorema 25.1, AADE ~ AABC.
Ejemplo 25.4
En la Figura 25.8, AC' || DBy AB y CD se cortan en el punto E.

Demostrar que:

1. AACE ~ ABDE.

2. AE-ED =CFE-EB.

Figura 25.8
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Solucién
1. Como
LAEC = /BED por ser opuestos por el vértice,
/ZACE = /BDE por ser alternos internos entre paralelas y
/CAE = /DBE por ser alternos internos entre paralelas,
entonces
ANACE ~ ABDEF por el criterio de semejanza A-A-A.
2. Como los dos tridngulos son semejantes, sus lados correspondientes son proporcionales,
. CE AFE
es decir, — = —.
ED EB
Luego, AE - ED =CFE - EB.

Ejemplo 25.5

En la Figura 25.9, PQ || ABy QR || AC.

Demostrar que
ACPQ ~ AQRB
y establecer la proporcionalidad entre lados

correspondientes.

Figura 25.9

Solucién

Segiin el Teorema 25.1, como PQ || AB entonces ACPQ ~ ACAB y como QR || AC
entonces AQRB ~ ACAB, por lo tanto ACPQ ~ AQRB.

Luego, los lados correspondientes son proporcionales y asi

PQ PC 0Q
RB RQ QB

Ejemplo 25.6

En la Figura 25.10,
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Figura 25.10

Solucion

AD =14, DE=12,EB =4, BC =15,
ZC = /D y su medida es x°.
Encontrar AC , AE y AB.

Como ZACB = ZADE y son &dngulos correspondientes, entonces BC' || DE.

Por el Teorema 25.1, AABC ~ ANADE.

Por tanto se cumple que

AC BC AB

AD ED AE

Reemplazando los valores dados tenemos:

AC 15 5 — 5 5 35
H:E:Zosea C’:Z-14:§-7:?y,ademés,
AB 1
::—5:§ycomoAE:AB—EB:AB—4entonces
AFE 12 4

5 4B

4 AB-4

5-AB—-20=4-AB

AB =20

y

AE =20 — 4 = 16.

Luego,mz%,ﬁzmyﬁ:lﬁ

Ejercicios propuestos

1. En la Figura 25.11,
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Figura 25.11

2. En la Figura 25.12,

Figura 25.12

3. En la Figura 25.13,

Figura 25.13

Respuestas
20

3

2. 8.

1.

BC | DE , AC =20, EC = 12,
DB =10y AD = .

Hallar z.

BC | AD ,AB || DC ,
AD =12, AF =15y FC = 10.
Hallar EC.

BC 1 AC , DE 1 AB.
Probar que
DE - AC = BC - AE.

3. Ayuda: probar que AABC ~ ANADE.
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Leccion 20

Otros criterios de semejanza de triangulos

En esta leccion veremos dos nuevos criterios de semejanza de tridngulos y los criterios de
semejanza de triangulos rectdngulos relacionados con ellos.

Segundo criterio de semejanza de triangulos

Criterio lado, angulo, lado denotado por L-A-L

Si en dos tridngulos, dos lados de uno son proporcionales a dos lados del otro y si los d&ngulos
comprendidos entre ellos son congruentes, entonces los dos tridangulos son semejantes.

Figura 26.1

/

Es decir, si ¢ _ i/ y si /B = /B entonces AABC ~ NA'B'C".
c c

Ejemplo 26.1

En la Figura 26.2, tenemos que
AE =4, BE =3,
DE=9,CE =12.

Probar que:

ANAEB ~ ACED.

Figura 26.2
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Solucién

/ZAEB = ZCED por ser opuestos por el vértice y

AE CFE 4 12
— = ——=yaque - = —.
EB ED 3 9

Luego,

NAEB ~ ACED por el criterio de semejanza L-A-L.

Ejemplo 26.2

En la Figura 26.3, tenemos que
AE BE

EC ED

Demostrar que:

1) AAEB ~ ACED
2) AB || DC.
Figura 26.3

Solucion

AE

1. Como ZAEB = ZC'ED por ser opuestos por el vértice y como 0 =

NAEB ~ ACED por el criterio de semejanza L-A-L.

BE
——=, entonces

ED

2. Como ZEAB = ZECD por ser elementos correspondientes de tridngulos semejantes y

como son angulos alternos internos congruentes, entonces AB || DC.

Nota 26.1

Con base en el criterio de semejanza L-A-L, tenemos también que dos triangulos rectangulos
son semejantes si los catetos de uno, son proporcionales a los catetos del otro, porque el angulo

entre los catetos es recto.

Figura 26.4
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/

b b
Es decir, si - = —, entonces AABC ~ AA'B'C".

C C

Tercer criterio de semejanza de triangulos

Criterio lado, lado, lado denotado L-L-L

Si en dos tridngulos los lados de uno son proporcionales a los lados del otro, entonces los dos
triangulos son semejantes.

Figura 26.5

. a b c
Esto es, si — = — = — entonces,
a b

ANABC ~ NA'B'C'.

Ejemplo 26.3

En la Figura 26.6,

si AB=8,AC =12, AF = 10,
ED=DB=3yCD =5,
demostrar que AABE ~ ACBD.

Figura 26.6

Solucion

Para aplicar el criterio L-L-L veamos si hay proporcionalidad entre los lados, es decir, si se
AE AB BE

DC  BC BD

Observamos que BC' = AC — AB=12—-8=4yque BE=BD+ DE=343=6.

cumple que
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10 8 6
Reemplazando los valores dados tenemos = =713 2, es decir, los lados correspondientes

son proporcionales y por tanto,
ANAABE ~ ACBD.

Ejemplo 26.4

En la Figura 26.7,

si AB=15, BC =20, AD =9,
DC =16y DB =12,
demostrar que AABD ~ ABDC.

Figura 26.7

Solucién

Para aplicar el criterio L-L-L se debe cumplir que los tres lados de uno de los tridngulos sean
respectivamente proporcionales a los tres lados del otro triangulo, es decir que
AD DB AB
DB DC BC
9 1215

3
Reemplazando los valores dados tenemos =621 Luego, los lados correspon-

dientes son proporcionales y por tanto
ANABD ~ ABDC.
Teorema 26.1

En cualquier tridngulo rectangulo, la altura relativa a la hipotenusa, es decir, la altura trazada
desde el vértice del angulo recto hasta la hipotenusa, divide al tridngulo en otros dos triangulos
que son semejantes entre si y semejantes al tridngulo original.

Demostraciéon

Sea AABC' rectangulo,
/A recto y
AD altura relativa a BC'

Debemos demostrar que
ANABC ~ ADAC ~ ANDBA.

Figura 26.8
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Vamos a comparar los triangulos ADBA y ADAC.

/B es complemento de ZC' y también es complemento de ZBAD), por tanto, ZC' = /BAD
por tener el mismo complemento.

Entonces, ADAC ~ ADBA segin el criterio de semejanza A-A.

Si comparamos el AABC' con el ADAC vemos que tienen un angulo agudo congruente que
es el ZC comun a ambos tridngulos, y por tanto también son semejantes.

En forma similar, si comparamos el AABC con el ADBA, tienen también un dngulo agudo
congruente, ya que el /B es comin a ambos triangulos, y por tanto son semejantes.

Ejemplo 26.5

En la Figura 26.9,

ANABC con ZA recto y

AD es la altura relativa a la hipotenusa.
SiCD=5y AD =15,

hallar los valores de DB , AB y AC.

Figura 26.9

Solucion

Segun el teorema anterior, AADC ~ AADB y por tanto

AD DB
CD AD
—_\2
—  (AD 2
Luego, DB = (_) = (15) = 45.
CD 5
Igualmente, AABC ~ AADC'. Luego,
CB AC
AC  CD

Tenemos (AC’)2 =CB-CD =50-5 = 250, por tanto, AC = 5v/10.
En forma similar, AABC ~ AADB y por tanto

5D

CB AB’

Tenemos (AB)2 =CB-BD = 5045 = 2.250, por tanto, AB = 15/10.
Luego, DB =45 , AC = 510 y AB = 15/10.
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Nota 26.2

Aclaramos que no hemos hecho aqui las pruebas de los criterios de semejanza de triangulos,
pero es posible hacerlas.

Ejercicios propuestos

1. En la Figura 26.10,

Si AB=21,BC =10,
BE=8,CE=T,
ED =16y AD =30,
demostrar que

Figura 26.10 AABD ~ ABEC.

2. En la Figura 26.11,

SiAB=12, AC =18,
AD=9y AE =6,
demostrar que

NAED ~ NABC.
Figura 26.11

3. En la Figura 26.12,

ANACB con ZC recto y

CD altura relativa a la hipotenusa.
SiAD =27y DB =3,

hallar

CD , BCy AC.

Figura 26.12

Respuestas
1. Ayuda: usar el criterio L-1-L.
2. Ayuda: usar el criterio L-A-L.
3.CD=9, AC = /30 y BC = 3V10.
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Leccion 27

Semejanza de triangulos

Problemas

En esta leccion resolveremos algunos problemas cuya soluciéon involucra semejanza de tridn-
gulos.

Problema 27.1

Sobre una calle recta, un hombre
se aleja caminando desde un poste
vertical cuya lampara estd a 8 metros
del suelo, como se muestra en la Figura
27.1.

Si el hombre tiene una estatura de 1,60

metros, ja cuantos metros del poste se

encuentra cuando su sombra sobre el
Figura 27.1 piso mide 4 metros?

Solucion

Llamemos z la distancia, en metros, del hom-
bre al poste, como se muestra en la Figura
27.2.

Como DE || AC entonces
ANABC ~ ADBE.

Luego, sus lados correspondientes son pro-
porcionales y asi,

4 r+4

Figura 27.2 m: 3
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Resolvamos esta ecuacion:

32

i 4

Te0 7
20 =z +4
x = 16.

Luego, el hombre esta a 16 metros del poste cuando su sombra mide 4 metros.

Problema 27.2

Para calcular la altura de un arbol muy alto, un guardabosques mide primero la altura de un
arbol més pequeno que estd sembrado a 40 metros del arbol alto. Luego se desplaza hasta
lograr que el punto mas alto de cada uno de los arboles estén en la misma linea visual, como
se muestra en la Figura 27.3, y mide qué tan lejos esta del arbol pequeno.

Figura 27.3

Suponiendo que el guardabosques esta a 9 metros del arbol pequenio el cual tiene 6 metros
de altura y que sus ojos estan a 1,50 metros por encima del suelo, ;cudnto mide el arbol mas
alto?

Solucion

Llamemos h la altura del arbol méas alto. Prolonguemos el segmento que une los puntos mas
altos de los dos arboles hasta llegar al suelo en un punto A y llamemos z la distancia del
guardabosques hasta A, como se muestra en la Figura 27.4.

Para hallar h debemos encontrar primero x.
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Figura 27.4

Como NADE ~ NAFH, porque FFH || DE, entonces sus lados correspondientes son pro-
porcionales y asi,

r x+9
1,50 6 °
Resolvamos esta ecuacion para x:
6
= 9
150 r=x+
de =2 +9
3z =9
r=9/3=3.
S h 1,50
Como AABC ~ ANAFH, por ser F'H || BC, entonces =
49+ 3 3

Resolvamos esta ecuacion para h:

ho 1
52 2
52
h==
2
h = 26.

Por tanto, la altura del arbol més alto es 26 metros.
Problema 27.3

En la Figura 27.5, las carreteras L y M son paralelas y estan unidas entre si por otras dos
carreteras AD y BC que se intersecan en un punto O. Teniendo en cuenta los datos de la
Figura 77, que estdn dados en kilémetros, hallar la medida de las carreteras AD y BC.
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Figura 27.5

Solucién

Figura 27.6

Llamemos z la medida del tramo AO de la carretera AD y y la medida del tramo OC' de la
carretera BC.

De la Figura 27.6 vemos que la medida de la carretera AD es x + 9 y la de BC es 12 + y.
Debemos hallar = y y.

Como ZCOD = ZAOB por ser opuestos por el vértice y ZDCO = ZABO por ser alternos
internos entre paralelas entonces, por el criterio de semejanza A-A, los triangulos ACOD y
ABOA son semejantes. Luego,

20 20)(9 20 12 12)(15
d y asi x:—( )(>:12 y — =— yasi y:—( 3[())

i =9.
15 9 15 15

Por tanto, la medida de la carretera AD es 124+ 9 = 21 km y la de la carretera BC es
1249 =21 km.

Problema 27.4
En la Figura 27.7, el AABC es isosceles con AC = BC.
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Si_m _es la altura relativa a la base AB y si
DF || AB, hallar la medida de EF.

Figura 27.7

Solucion

S — CE EF
Como DF || AB, entonces ACEF ~ ACGB. Luego, =— = — vy asi
CG GB

EF = @ (27.1)
CG

Como el AABC' es isosceles y CG es la altura relativa a la base AB, entonces CG también
es mediana y asf AG = GB. Luego,

_ 11—

Sustituyendo todos los valores en 27.1 obtenemos

Problema 27.5

Un tanque tiene 3 metros de ancho. Un hombre de 1,50 metros de estatura observa, como
se muestra en la Figura 27.8, que cuando se ubica a un metro del borde del tanque, la linea
visual une el punto C' en el borde del tanque con el punto A en el fondo.

., Cuél es la profundidad del tanque?
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Figura 27.8

Soluciéon

Llamemos z la profundidad BC del tanque,
como se muestra en la Figura 27.9.

Figura 27.9

Como ANABC' y ACDE son rectangulos con un angulo congruente, ya que /1 = /2 por ser
angulos correspondientes entre paralelas, porque se supone que el piso es paralelo al fondo

del tanque, entonces
ANAABC ~ ACDE.

Luego,

y asi
x = 3(1,50) = 4, 50.

Por tanto, la profundidad del tanque es 4,5 m.
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Ejercicios propuestos

1. En una calle horizontal, un edificio da una sombra de 5 m al mismo tiempo que un
poste de 6 m, proximo a ¢él, proyecta una sombra de 2 m como se muestra en la Figura

27.10.

Figura 27.10

Hallar la altura h del edificio, si éste y el poste forman angulo recto con el suelo.
Recordar que en un mismo instante, en puntos préoximos entre si, los rayos del sol
llegan al suelo formando dngulos congruentes.

2. Un tridngulo isosceles cuya base mide 12 ¢m y la altura correspondiente mide 18 c¢m,
se corta a 10 cm de la base y paralelo a ella, para formar un tridngulo méas pequeno.
Hallar la medida de la base del tridngulo més pequeno.

Respuestas

1. 15m.
16

2. —cm.
3cm
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Leccion 28

Semejanza de triangulos

Otros problemas

En esta leccion continuaremos resolviendo nuevos problemas donde aplicaremos semejanza
de tridngulos.
Problema 28.1

Con base en la informacién suministrada en la Figura 28.1, determinar el ancho AC' del rio
recto que aparece en la figura.

Figura 28.1

Solucion

/AEC = /BED por ser opuestos por el vértice y como AFAC v AEBD son rectangulos,
por el criterio de semejanza A-A, estos tridngulos son semejantes. Por tanto,

AC 8
12 4
Resolviendo esta ecuacion obtenemos
- 12
a0y,
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Luego, el ancho del rio es 24 metros.

Problema 28.2

Figura 28.2

Solucién

Figura 28.3

Como AJEP ~ AJDFE entonces

Las casas de Juan y Pedro estdn ubicadas
sobre una misma calle recta. Todos los dias
van a estudiar a una escuela situada como se
muestra en la Figura 28.2.

Teniendo en cuenta los datos de la figura,
hallar la distancia entre las dos casas y la
distancia de la casa de Pedro a la escuela.

Llamemos z la medida de DP y y la distan-
cia de la casa de Pedro a la escuela.

Como el AJEP es rectangulo y ED es la al-
tura relativa a la hipotenusa, ésta divide al
triangulo en otros dos que son semejantes en-
tre si y semejantes al triangulo original, esto
es,

ANJEP ~ AJDE ~ APDE.

r+4,5 E
4,5
Resolvamos esta ecuacion para z:
7,5)(7,5
a5 - LICD
r+4,5=12,5
T = 8.

Luego, la distancia entre las dos casas es 4,5 + 8 = 12, 5 kilémetros.

Como AJEP ~ APDFE entonces

¥y _°
12,5 y
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Resolvamos esta ecuacion para y:

y* =8(12,5)
y? = 100
y = 10.

Luego, la distancia de la casa de Pedro a la escuela es 10 kilémetros.
Problema 28.3

En un cierto momento del dia, un hombre de 2 metros de estatura mide la sombra de un
edificio y encuentra que es de 10 metros y al mismo tiempo mide su sombra la cual es de 1
metro.

Figura 28.4

Suponiendo, como se muestra en la Figura 28.4, que el terreno es horizontal y que los rayos
del sol en un mismo instante son paralelos, hallar la altura del edificio.

Solucion

Llamemos h = AB la altura del edificio, como se muestra en la Figura 28.5.

Figura 28.5
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Como ACAB y AEDF son rectangulos con un angulo agudo congruente, ya que Za = /f3
por ser dngulos correspondientes entre paralelas, entonces ACAB ~ AEDF. Luego,

h 2

10 1
y asi

h = 20.

Por tanto, la altura del edificio es 20 m.
Problema 28.4
En la Figura 28.6, el AABC es isésceles con AC = BC.

4
Si EF || ABy DF || HC,
hallar a.
a
4 H 2a
A H D B
|l !
| 6 |
Figura 28.6
Solucién

Como AABC es isosceles, la altura C'H relativa a la base también es mediana.

1
AH=HB y asi HB = 3(6) = 3.

Como DF || HC, entonces ADBF ~ AHBC. Luego,

DF DB
HC HB
Reemplazando en 28.1 los valores dados tenemos
a 3—2a
4 3
Resolvamos esta ecuacion para a:
3a = 4(3 — 2a)
3a =12 —8a
11la =12
12
a=—.
11

Luego, el valor de a es 12/11.
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Problema 28.5

En la Figura, 28.7 representamos una cancha de tenis.

Figura 28.7

Se sirve una bola de tenis desde una altura de 7 pies que pasa justo sobre una red de 3 pies
de altura. Sila bola se sirvi6 desde una distancia de 39 pies de la red y va en linea recta, ;a
qué distancia de la red daria la bola en el piso?

Solucion

Figura 28.8

En la Figura 28.8 tenemos:

I es el punto desde donde se sirve la bola.

EF es la distancia del punto F' al piso y es igual a 7 pies.
BC = 3, es la medida de la altura de la red.

A es el punto donde la bola toca el piso.

E , Cy A son puntos colineales con EC = by AC = a. Debemos hallar el valor de a.
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De la Figura 28.8 tenemos que AABC ~ AAFE por el criterio de semejanza A-A. Luego,

7 b 3b
§:a+ yasi7a:3a+3bosea4a:3byportantoa:Z.
a

En la Figura 28.9 tenemos:

Figura 28.9

DE = 39, es la distancia de F a la red.
AG = z, es la distancia de A a la red.

Como ZACG = ZECD por ser opuestos por el vértice y ZAGC = ZEDC por ser rectos,
entonces AACG ~ AECD por el criterio de semejanza A-A. Luego,

a_b
x 39
39a = xb
39 (SZb) =uxb porque a = 3Zb
LT
4
x =29, 25.

Luego, la bola pega a una distancia de 29,25 pies de la red.

Ejercicios propuestos

1. Un pescador de 1,50 metros de estatura, que estd parado sobre un muelle de 3 metros
de altura sobre un lago y a 2 metros del borde del muelle, lanza un anzuelo con su vara
de pescar y atrapa un pez, como se muestra en la Figura 28.10. Si el nylon va en linea
recta entre el pescador, el extremo superior del muelle y el pez, ja qué distancia del
muelle esté el pez?
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Figura 28.10

2. Juan puede obtener una buena aproximacion de la altura de un arbol mediante el
procedimiento siguiente: primero, se coloca junto al arbol y hace una senal en él a 5
pies del suelo, entonces se aleja 100 pies del arbol y, volviéndose hacia él, con su brazo
estirado, manteniendo vertical una regla de 2 pies frente a sus ojos, la mueve hasta
lograr que la regla le tape exactamente la vista de la parte superior del arbol que queda
por encima de la senal, como se ve en la Figura 28.11.

Figura 28.11

La distancia entre su ojo y la regla es de 2,5 pies. Calcular la altura del arbol.

Respuestas
1. 4 metros.

2. 85 pies.
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Leccion 29

Poligonos

En esta leccion veremos los poligonos a partir del concepto de linea poligonal, sus nombres
de acuerdo al ntiimero de lados y algunos de sus elementos y propiedades.

Llamamos linea poligonal o simplemente poligonal a la linea que resulta de unir en forma
consecutiva los puntos extremos de varios segmentos de recta.

Figura 29.1

Dados los segmentos AB, BC', CD y DFE, la linea poligonal que resulta de unir entre si los
segmentos la denotamos por ABC'DE, a los puntos B, C'y D los llamamos vértices y a los
segmentos de recta lados de la poligonal.

Una linea poligonal puede ser abierta o cerrada. Cuando el dltimo de los extremos del
altimo segmento que forma la poligonal coincide con el primer extremo del primer segmento,
la poligonal es cerrada. Si el ultimo extremo del ltimo segmento no coincide con el primer
extremo del primer segmento, la linea poligonal es abierta.

Figura 29.2

Por ejemplo, la linea poligonal de la Figura 29.1 es abierta y la de la Figura 29.2 es ce-
rrada.

Cuando al prolongar en los dos sentidos cualesquiera de los lados de una linea poligonal, toda
la poligonal queda en un mismo semiplano decimos que la poligonal es convexa.
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Si al prolongar alguno de los lados de una linea poligonal en los dos sentidos, una parte de
la poligonal queda en un semiplano y la otra en el otro semiplano, decimos que la poligonal
es concava.

Figura 29.3

La linea del lado izquierdo de la Figura 29.3 es una linea poligonal convexa y la de la derecha
es concava.

Ejemplo 29.1

Trazar una linea poligonal convexa y abierta cuyo nimero de lados sea el que se indica en
cada numeral y decir cuantos vértices tiene en cada caso.

1. Dos.
2. Tres.
3. Cuatro.
4. Cinco.
. Cuél es la relacion entre el niimero de lados y el ntimero de vértices?

Solucién

1. 2 lados AB y BC 2. 3lados AB, BC'y CD
1 vértice B 2 veértices By C

210



3. 4 lados AB, BC, CD v DE 4. 5 lados AB, BC, CD, DE y EF

3 vértices B, C'y D 4 vértices B, C, Dy E
Figura 29.4
Numero de lados | Numero de vértices
2 1=2-1
3 =3-1
4 3=4-1
5 4=5-1

Entonces, si el nimero de lados de la poligonal es n, el nimero de vértices sera n — 1.

Poligono

Llamamos poligono a la porcién de plano finita limitada por una linea poligonal cerrada.

Los vértices de la linea poligonal son los vértices del poligono y los lados de la poligonal
son los lados del poligono.

En la Figura 29.5,

A, B, C, D son los vértices del poligono y
AB, BC, CD y DA son los lados del poli-

gono.

Figura 29.5

El ntimero de vértices de un poligono es igual al nimero de lados.

Si la linea poligonal que limita un poligono es convexa decimos que el poligono es convexo.
Cuando la linea poligonal es concava decimos que el poligono es céncavo.

Figura 29.6
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El poligono de la izquierda de la Figura 29.6 es convexo y el de la derecha es concavo.

Segiin el ntmero de lados, los poligonos reciben nombres especiales, algunos de los cuales se
listan en la siguiente tabla. El poligono con el menor niimero de lados es el triangulo.

Niumero de lados | Nombre
Tres Triangulo
Cuatro Cuadrilatero
Cinco Pentagono
Seis Hexagono
Siete Heptagono
Ocho Octéagono
Nueve Nonégono
Diez Decagono
Once Endecagono
Doce Dodecéagono
n Eneagono

En la Figura 29.7 trazamos algunos de estos poligonos.

Cuadrilatero Pentéagono Hexagono Heptagono

Figura 29.7

Ejemplo 29.2

Trazar una linea poligonal convexa y cerrada cuyo nimero de lados sea el que se indica en
cada numeral y decir cuantos vértices tiene en cada caso.

1. Dos.
2. Tres.

3. Cuatro.
4. Cinco.

De acuerdo con el nimero de lados, ;jcomo se llama el poligono que se forma en cada
caso?
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Solucion

1. Para construir una poligonal cerrada convexa se requieren tres o mas segmentos de

recta.
2. 3lados AB, BC'y CA 3. 4 lados AB, BC,CD y DA
3 vértices A, By C 4 vértices A, B, C'y D
Triangulo Cuadrilatero

4. 5 lados AB, BC,CD, DEy FA
5 vértices A, B, C, Dy E
Pentagono

Figura 29.8

Entonces, el nimero de lados del poligono es igual al ntimero de vértices.
Ejemplo 29.3

En cada numeral decir el nombre del poligono de acuerdo con el niimero de lados y si es
cOncavo o0 convexo.
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Figura 29.9

Solucién
1. Heptégono y es concavo.
2. Cuadrilatero y es convexo.
3. Nonagono y es concavo.
4. Hexagono y es concavo.
5. Hexagono y es convexo.
En adelante trabajaremos con poligonos convexos.
Un poligono es equilatero si tiene todos sus lados congruentes entre si.
Llamamos lados consecutivos de un poligono a los lados que tienen un vértice comin.

Los vértices que son los puntos extremos de un lado del poligono se llaman vértices con-
secutivos del poligono. Son vértices opuestos de un poligono los vértices que no son
consecutivos a un vértice dado.

En un tridangulo cada vértice es consecutivo con los otros dos.

Ejercicios propuestos

1. Clasificar las siguientes lineas poligonales en coéncavas o convexas y abiertas o cerradas.
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() (d)
Figura 29.10

2. Trazar en cada literal un poligono que cumpla las condiciones dadas.
(a) Triangulo convexo.
(b) Cuadrilatero concavo.
(¢) Pentagono concavo.
(d) Heptéagono concavo.
)

(e) Nonagono convexo.

Respuestas
1. (a) Coéncava cerrada.
(b) Concava abierta.
(c) Convexa cerrada.
)

(d) Concava abierta.
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Figura 29.11
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Leccion 30

Angulos y diagonales de un poligono

En esta leccion veremos los nombres y propiedades de los déngulos de un poligono y de sus
diagonales y la suma de los angulos interiores y exteriores de un poligono convexo. Veremos
ademas cuando un poligono se llama poligono regular.

Los angulos de un poligono que comparten un lado del poligono se llaman angulos con-
secutivos del poligono. Los otros angulos del poligono se llaman dngulos opuestos del
poligono.

Como un poligono esté limitado por una linea poligonal cerrada, y como dos rectas que se
cortan forman un angulo, cada vértice de un poligono es a su vez vértice de un angulo del
poligono.

Los angulos interiores de un poligono son los dngulos formados por dos lados consecutivos
del poligono.

Se llama angulo exterior de un poligono el angulo formado por un lado y la prolongacion
del lado consecutivo.

En un tridngulo cada dngulo es consecutivo con los otros dos.

Se llama diagonal de un poligono al segmento de recta que une dos vértices no consecutivos.

Por ejemplo, en el poligono ABCDFE de la Figura 30.1 tenemos:

Los vértices del poligono son A, B, C,
Dy FE.

Ay C son vértices consecutivos con B.
E vy D son vértices opuestos a B.
Zay Zf son dngulos consecutivos.
/vy Z0 son dngulos opuestos al Za.
/) es un angulo interior.

/1 es un angulo exterior.

EC es una diagonal.

Figura 30.1
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Ejemplo 30.1

Trazar y contar todas las diagonales posibles en cada uno de los siguientes poligonos con-
Vexos:

1. Triangulo.
2. Cuadrilatero.
3. Pentéagono.
4. Hexagono.
5. Heptagono.

Deducir una férmula para el nimero de diagonales posibles en un eneagono.

Solucién
1. Tridngulo ABC 2. Cuadrilatero ABC'D 3. Pentagono ABCDFE
3 lados 0 diagonales 4 lados 2 diagonales 5 lados 5 diagonales
4. Hexédgono ABCDEF 5. Heptagono ABCDEFG
6 lados 9 diagonales 7 lados 14 diagonales
Figura 30.2

En general, desde un vértice cualquiera de un poligono de n lados pueden trazarse n — 3
diagonales, ya que si desde dicho vértice trazamos todas las posibles diagonales, tenemos tres
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vértices a los cuales no podemos trazar diagonales, el mismo vértice y los dos vértices conse-
cutivos, y como el ntimero de vértices es igual al niimero de lados, el nimero de diagonales
trazadas desde dicho vértice es n — 3.

Entonces, desde los n vértices podemos trazar n(n — 3) diagonales, pero cada una de estas
diagonales estaria contada dos veces porque cada diagonal une dos vértices. Luego, el nimero
de diagonales de un eneagono estéa dado por

n(n — 3)
—

Verificar el resultado con los valores obtenidos en este ejemplo.

{Cual es la suma de los angulos interiores de un poligono convexo?

Si a partir de un vértice de un poligono convexo trazamos todas las diagonales, dividimos el
poligono en triangulos.

Figura 30.3

En la Figura 30.3 observamos:

Si el poligono es un cuadrilatero al trazar las diagonales desde un vértice obtenemos dos
tridngulos y por tanto la suma de los angulos interiores de un cuadrilatero es 2(180°) =
360°.

Si es un pentagono obtenemos tres triangulos y por tanto la suma de los angulos interiores
de un pentagono es 3(180°) = 540°.

Si es un hexagono obtenemos cuatro y por tanto la suma de los angulos interiores de un
hexégono es 4(180°) = 720°.

En general, si n es el namero de lados de un poligono convexo, o sea, si tenemos un eneagono,
la suma de sus angulos interiores es

(n — 2)180°.
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Ejemplo 30.2
Cuél es la suma de los dngulos interiores de un octdgono y de un nonagono?
Solucién

Como el octagono tiene 8 lados, la suma de los angulos interiores es (8 —2)180° = 6(180°) =
1.080°

Como el nonagono tiene 9 lados, la suma de los angulos interiores es (9 —2)180° = 7(180°) =
1.260°.

{Cual es la suma de los angulos exteriores de un poligono convexo?

Cada angulo interno de un poligono y su adyacente externo forman un angulo llano.

La suma de los angulos internos y los dngulos externos de un poligono es igual al niimero de
vértices multiplicado por 180°.

Luego, si n es el nimero de lados de un poligono entonces n es el nimero de vértices y la
suma de los dngulos exteriores es igual a

n(180°) — (n — 2)180° = n(180°) — n(180°) + 2(180°) = 360°.
Es decir, la suma de los angulos exteriores de cualquier poligono es 360°, independiente del

numero de lados.

Un poligono se llama equidngulo si todos sus angulos son congruentes entre si.

Poligono regular

Decimos que un poligono es regular cuando tiene todos sus lados congruentes entre si y
todos sus angulos interiores congruentes entre si.

Todo poligono regular es equilatero y equiangulo.

Un cuadrilatero regular se llama cuadrado.

Los poligonos de la Figura 30.4 son regulares

Triangulo equilatero Cuadrado Pentégono regular Hexagono regular

Figura 30.4
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Ejemplo 30.3

. Cuél es la medida de un angulo interior de un poligono regular de n lados? Si los poli-
gonos del Ejemplo 30.1 son regulares, jcuanto mide en cada caso un angulo interior del
poligono?

Solucion

Vimos que si n es el nimero de lados de un poligono, la suma de los &ngulos interiores es
(n —2)180°,

y como un poligono convexo tiene el mismo nimero de angulos que de lados, entonces cada
angulo interior de un poligono regular mide

n—2
n

(180°).

Luego,

1. Para el tridngulo equilatero, n = 3, y asi, cada angulo interior de un triangulo equilétero
mide
3—2 1
—(180°%) = =(180°) = 60°.
= (150°) = £(180°)

2. Para el cuadrado, n = 4, y asi, cada dngulo interior de un cuadrado mide

4-2 1
_1 ° :—1 °) = O.
L (180°) = (180°) = 90

3. Para el pentdgono regular, n = 5, y asi, cada dngulo interior de un pentdgono regular
mide
5—2 3
T(1800> - 5(1800) - 1080.

4. Para el hexagono regular, n = 6, y asi, cada angulo interior de un hexagono regular
mide

6—2 2

——(180°) = g(

180°) = 120°.
6 )

5. Para el heptagono regular, n = 7, y asi, cada angulo interior de un heptégono regular
mide
7T—2 900 °
—(180°) = — ] .
s - (%)

Ejemplo 30.4

En el cuadrilatero ABC'D de la Figura 30.5, ZA y ZB son dngulos rectos y ZD = 110°.
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1. ;Cuél es la medida de ZC?

2. jCuantos angulos exteriores se forman
en el vértice D?  jSon estos angulos
congruentes? ;Por qué?

3. La suma de las medidas de los la-
dos de wun cuadrildtero se conoce
como perimetro del cuadrilatero.
Suponiendo que m(AB) = 2cm,
m(BC) = 2,2cm, m(CD) =2,1em y
m(AD) = 1,8cm, hallar el perfmetro

Figura 30.5 del cuadrilatero ABC'D de la Figura
30.5.

Solucién

Como la suma de los angulos interiores de un poligono de n lados es (n — 2)(180°), para un
cuadrilatero sera (4 — 2)180° = 2(180)° = 360°.

1. Luego,
LA+ LB+ ZLC + 4D = 360°
90° +90° + ZC' + 110° = 360°
ZC +290° = 360°
ZC = 360° — 290°
L0 =170°.

2. Se forman dos dngulos adyacentes al ZD y ambos miden 70° por ser ambos suplemento
del mismo ZD que mide 110°. Luego, ambos dngulos son congruentes.

3. Perfmetro del cuadrilatero ABCD = m(AB) + m(BC) + m(CD) + m(AD) = 2cem +
2,2em+2,1em+1,8cm = 8, 1 cm.

Ejercicios propuestos
1. ;Cuél es la medida de un angulo exterior de un poligono regular de n lados?
. ,Cual es la medida de un angulo exterior de un tridngulo equilatero?
. Cual es la medida de un angulo exterior de un cuadrado?

. ¢ Cudl es el poligono regular cuyo dngulo exterior mide 72°7

. Cuél es el nimero de diagonales que pueden trazarse desde un vértice de un decagono?

2

3

4

5. (Cual es el poligono regular cuyos angulos interiores miden cada uno 135°7

6

7. ;Cual es el niimero total de diagonales que se pueden trazar en un poligono de 20 lados?
8

., Cual es el poligono en el cual pueden trazarse nueve diagonales desde un vértice?
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Respuestas

I T

360°

n
120°.

90°.
Pentagono.
Octéagono.
7.

170.

Dodecagono.

223



224



Leccion 31

Cuadrilateros

En esta leccion iniciaremos el trabajo con cuadrilateros y, en particular, con algunos de ellos,
llamados paralelogramos y trapecios, que resultan de la clasificacién segin sus lados. Para
los paralelogramos presentaremos ademés las propiedades de sus lados y de sus &ngulos.

Como vimos antes, un cuadrilatero es un poligono de cuatro lados.
Teniendo en cuenta el paralelismo de los lados opuestos, algunos cuadrilédteros son:
e Paralelogramos: si los lados opuestos son paralelos dos a dos.

e Trapecios: si so6lo tienen un par de lados opuestos paralelos.

Paralelogramo ABC'D Trapecio ABC'D
AB| CD AB| CD
AD || BC
Figura 31.1

Veamos a continuacion el paralelogramo y algunos teoremas que nos presentan las propiedades
de sus lados y de sus dngulos.

Paralelogramo
Un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos dos a dos.
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En la Figura 31.2,
Paralelogramo ABC' D
AB || DCy AD || BC.

Cualquier lado del paralelogramo
puede llamarse base, por ejemplo el
lado AB.

La altura es el segmento de recta per-
pendicular a la base, cuyos extremos

estan en la base y en el lado opuesto a
Figura 31.2 ésta.

Teorema 31.1 - Lados de un paralelogramo
En un paralelogramo los lados opuestos son congruentes dos a dos.

Prueba

Sea ABC'D un paralelogramo.

Debemos probar que:

AB=~DC y AD=BC.

Figura 31.3

Tracemos la diagonal BD y consideremos los angulos m, n, m’ y n’ como se muestran en la
Figura 31.3.

Como

Zm = /Zm/ por ser alternos internos entre paralelas,

BD = BD por ser lado comiin del AABD y del ACDB y
Zn = /n' por ser alternos internos entre paralelas,
entonces

AABD = ACDB, por el criterio de congruencia A-L-A.
Luego,

AB~DC y AD ~BC

por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes.
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Notas 31.1

e De la prueba anterior concluimos que cada diagonal de un paralelogramo lo divide en
dos triangulos congruentes.

e La prueba del teorema anterior es inmediata si tenemos en cuenta que dos segmentos de
recta paralelos comprendidos entre dos rectas paralelas son congruentes, por teorema
que vimos en una leccién anterior.

e El reciproco del teorema anterior también es valido. Esto es, todo cuadrilatero convexo
cuyos lados opuestos son congruentes dos a dos es un paralelogramo.

e Como consecuencia de la definicion de paralelogramo y del teorema anterior, todo
cuadrilatero convexo con dos lados opuestos congruentes y paralelos es un paralelo-
gramo.

Teorema 31.2 - Angulos de un paralelogramo
En un paralelogramo los angulos opuestos son congruentes dos a dos.

Prueba

Sea ABC'D un paralelogramo.
Debemos probar que:

/A~ /Cy /B2 /D.

Figura 31.4
Prolonguemos el lado AB y consideremos el /n, como se muestra en la Figura 31.4.
Como AB || DC, entonces /C = /n por ser alternos internos entre paralelas.
Como AD || BC, entonces ZA = /n por ser correspondientes entre paralelas.
Luego, ZA= /C.
De manera similar podemos probar que ZB = ZD.
Notas 31.2

e La prueba del Teorema 31.2 también es inmediata de la prueba del Teorema 31.1,
porque en ella se prob6 que AABD = ANCDB. Luego, /A = /C por ser angulos
correspondientes de tridngulos congruentes y como Zm = Zm’ y Zn = Zn’, entonces

/D2 /mA+/n =2 n+/Im = /B.

e El reciproco del teorema anterior también es valido. Esto es, todo cuadrildtero convexo
con sus angulos opuestos congruentes es un paralelogramo.
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e Dos angulos consecutivos cualesquiera de un paralelogramo son suplementarios.

En efecto, si consideramos nuevamente la Figura 31.4, tenemos que ZA = /n y como
ZABC es el suplemento del /n entonces ZABC' es el suplemento del ZA, esto es,
A+ ZABC = 180°. De manera similar se hace la prueba para cualquier par de
angulos consecutivos del paralelogramo.

Ejemplo 31.1

Determinar cuales cuadrilateros de la Figura 31.5 no pueden ser paralelogramos.

Figura 31.5

Solucién
e Cuadrilatero ABCD:

Como la suma de los angulos interiores de un cuadrilatero es 360°, entonces ZC =
360° — (40° + 140° + 140°) = 40°.
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Luego, ABCD es un cuadrilatero convexo con sus dngulos opuestos congruentes y por
lo tanto es un paralelogramo.

e Cuadrilatero DEFQG:

Como los lados opuestos del cuadrilatero DEF'G son congruentes dos a dos entonces
DEFG es un paralelogramo.

e Cuadrilatero HIJK:

Como los lados opuestos I.J y HK no son congruentes, entonces el cuadrilatero HIJK
no puede ser un paralelogramo.

e Cuadrilatero PQRS:

Como los éngulos opuestos ZQ) y £S5 no son congruentes, el cuadrilatero PQRS no
puede ser un paralelogramo.

e Cuadrilatero TUVW:

Como los lados opuestos TW y UV no son congruentes, el cuadrilatero TUVW no
puede ser un paralelogramo.

Observamos en este caso que hay parejas de lados congruentes pero no son parejas de
lados opuestos.

Ejemplo 31.2
En el paralelogramo ABC'D de la Figura 31.6, hallar:

1. La medida de los lados.
2. La medida de los dngulos.

Figura 31.6

Solucién
1. Como AB = DC por ser lados opuestos de un paralelogramo, entonces

DC = 12¢m.

Como AD = BC por ser lados opuestos de un paralelogramo, entonces

AD = 8cm.

Luego, las medidas de los lados del paralelogramo son:

AB =12c¢m, BC =8cm, DC =12em vy AD = Scm.
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2. Como ZA = ZC por ser angulos opuestos de un paralelogramo, entonces

ZC =115°.

Como los angulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios, entonces £ A+
/B = 180° y asi

/B =180°—-ZA
= 180° — 115°
= 65°.
Como /B = /D por ser angulos opuestos de un paralelogramo, entonces

ZD = 65°.

Luego, las medidas de los angulos del paralelogramo son:

/A=115°, /B =65 /C =115y /D = 65°.

Ejercicios propuestos

1. Con base en la informacién suministrada en la Figura 31.7, si ABC'D es un paralelo-
gramo, hallar la medida de los siguientes angulos: Z/BCD, /BOA, /BAD, /BOC,
/BDAy /DBA.

Figura 31.7

2. Consideremos la Figura 31.8 con PQ || SR, SY || RQ y PS || TR. Hallar la medida
de los siguientes angulos: Z/SOT, /PSR, ZRTQ y £SY Q.

Figura 31.8
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3. Probar que todo cuadrildtero convexo con dos lados opuestos congruentes y paralelos
es un paralelogramo.

Respuestas
1. ZBCD = 140°, ZBOA = 130°, ZBAD = 140°, Z/BOC = 50°, Z/BDA = 25° y
/DBA = 15°.

2. /SOT =170°, /PSR = 140°, /ZRTQ = 40° y ZSY Q = 150°.

3. Ayuda: dibujar el cuadrilatero con las condiciones dadas, trazar una de sus diagonales
y probar la congruencia de los tridngulos que resultan.
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Leccién 32

Otras propiedades de los paralelogramos

En esta leccion veremos otras propiedades de los paralelogramos, en este caso, las relacionadas
con sus diagonales. Ademés aprenderemos a construir un paralelogramo cuando tenemos
informacion sobre sus diagonales.

Teorema 32.1 - Diagonales de un paralelogramo

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio, es decir se bisecan.

Prueba

Sea ABC'D un paralelogramo,

AC' y BD sus diagonales que se cortan
en el punto O.

Debemos probar que

OA~0C y OB~ 0D.

Figura 32.1

Consideremos los dngulos m, n, m’ y n’ de la Figura 32.1.
Como

Zm = Zm/ por ser alternos internos entre paralelas,

AB = DC por ser lados opuestos del paralelogramo y

Zn = /n' por ser alternos internos entre paralelas,
entonces

ANOAB = AOCD, por el criterio de congruencia A-L-A.

Luego,

OA~0C y OB=0D

por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes y por tanto, O es el punto
medio de las dos diagonales.
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Notas 32.1

e El reciproco del teorema anterior también es valido. Esto es, si las diagonales de
un cuadrildtero convexo se cortan en su punto medio entonces el cuadrilatero es un
paralelogramo.

e De la definicion de paralelogramo y de todos los resultados anteriores podemos concluir
que si un cuadrilatero convexo tiene una de las siguientes propiedades es un paralelo-
gramo y por lo tanto cumple las demas propiedades:

1. Lados opuestos paralelos dos a dos.

2. Lados opuestos congruentes dos a dos.

3. Un par de lados opuestos congruentes y paralelos.
4. Angulos opuestos congruentes dos a dos.
5.

Las diagonales se bisecan.

Ejemplo 32.1

En el paralelogramo ABCD de la
Figura 32.2, hallar la medida de todos
sus angulos y de las diagonales.

Figura 32.2

Solucién
Hallemos primero la medida de los angulos.
Como ZC = ZA por ser angulos opuestos de un paralelogramo, entonces ZC = 67°.

Como LA+ ZB = 180° porque los dngulos consecutivos de un paralelogramo son suplemen-
tarios, entonces ZB = 180° — LA = 180° — 67° = 113°.

Como /D = /B por ser angulos opuestos de un paralelogramo, entonces /D = 113°.
Hallemos ahora la medida de las diagonales.

Como las diagonales de un paralelogramo se bisecan entonces:

AO = 0OC yasi AO=14emy AC=A0+0C =14+14=28cm y

BO = 0D yasiOD=8cmy BD=BO+ 0D =8+ 8= 16cm.

Por tanto, los angulos del paralelogramo son
LA=067", L B=113°, LC =67y 4D =113°
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y sus diagonales miden o o
AC' =28 ecmy BD =16 cm.

Ejemplo 32.2

En cada uno de los paralelogramos de las Figuras 32.3 y 32.4, hallar z y y.

Figura 32.3 Figura 32.4

Solucién

1. En la Figura 32.3, como los angulos opuestos de un paralelogramo son congruentes,
entonces /A = /C'y asi
x + 60 = 3z — 20.

Resolviendo esta ecuaciéon para x obtenemos x = 40.

Como dos angulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios, entonces Z A+
/D =180° y asi ZD = 180° — ZA.

Como ZA = x4+ 60 = 40 + 60 = 100°, entonces ZD = 180° — 100° = 80° y como
/D =y, entonces y = 80.

Luego, x =40 y y = 80.

2. En la Figura 32.4, como las diagonales de un paralelogramo se bisecan, es decir, se
cortan en sus puntos medios, entonces

r =2y (32.1)
Yy
x + 2y = 20. (32.2)
Reemplazando 32.1 en 32.2 tenemos
2y + 2y = 20
4y = 20
Yy = 9.

Sustituyendo el valor de y en 32.1 tenemos = = 2(5) = 10. Por tanto, xt =10y y = 5.

Ejemplo 32.3
En el paralelogramo M N P(Q) de la Figura 32.5, hallar la medida de /1, /2, /3 y /4.
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Figura 32.5

Soluciéon
Como ZM = /1 por ser angulos opuestos de un paralelogramo, entonces £1 = 48°.
Como ZPQN = /2 por ser alternos internos entre paralelas, entonces /2 = 42°.

Como Z1+ /Z3+ ZPQN = 180° por ser los dngulos interiores del APQN, entonces
/3 =180° - /1 — ZPQN
= 180° — 48° — 42°
= 90°.
Como /3 = /4 por ser alternos internos entre paralelas, entonces Z4 = 90°.

Luego, los dngulos pedidos son £1 = 48°, /2 =42° /3 =90° y Z4 = 90°.

Ejemplo 32.4
Consideremos el paralelogramo ABCD de la Figura 32.6.

Si ﬁ es bisectriz del ZA y
C? es bisectriz del ZC),

probar que

AE = CF.

Figura 32.6

Solucién

Como ZA = /C por ser angulos opuestos del paralelogramo y como AE y C'F son bisectrices
de LAy ZC respectivamente, entonces /1 = /2= /3= /4.

Ademés, como
BC = AD por ser lados opuestos del paralelogramo y

/B = /D por ser angulos opuestos del paralelogramo,
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entonces
AADFE = ACBF por el criterio de congruencia A-L-A.

Luego, AE = CF por ser lados correspondientes de tridngulos congruentes.

., Como construir un paralelogramo si nos dan informacién sobre las
diagonales?

Consideremos dos casos:
Construccion 32.1
Construir un paralelogramo dado un lado y las dos diagonales

Tracemos un paralelogramo ABC D dados el lado AB y las diagonales AC'y BD de la Figura
32.7, de medidas a, d y d’' respectivamente.

Figura 32.7

Si llamamos O el punto donde se inter-
secan las diagonales con el segmento
de recta AB de medida a y con dos
segmentos AO y BO cuyas medidas
sean d/2 y d'/2 respectivamente,
construimos el AABO, utilizando
el procedimiento que vimos en una
leccién anterior.

A partir del punto O, prolongamos los
lados AO y BO hasta tener la medida
de las diagonales y sus extremos C
y D seran los otros dos vértices del
paralelogramo. Unimos C'y D respec-
tivamente con A y B y entre si para
obtener el paralelogramo pedido, como

se muestra en la Figura 32.8. Figura 32.8
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Construccién 32.2

Construir un paralelogramo dadas las dos diagonales y uno de los angulos que
forman

Tracemos un paralelogramo ABCD dadas las diagonales AC'y BD cuyas medidas son d y
d’ respectivamente y el Za que ellas forman, como se muestra en la Figura 32.9.

Figura 32.9

Trazamos un adngulo congruente con el
Za dado, como vimos en una lecciéon
anterior.

Prolongamos los lados del angulo en
ambos sentidos y tomamos respectiva-
mente sobre cada uno de ellos, y en
cada sentido, la mitad de la medida de
las diagonales.

Los extremos del segmento de medida
d los llamamos A y C' y los del seg-
mento de medida d’ los llamamos B y
D. Unimos A, B, C'y D en este orden
para obtener el paralelogramo ABCD
pedido, como se muestra en la Figura
32.10.

Figura 32.10
Notas 32.2

Teniendo en cuenta las propiedades de un paralelogramo y las construcciones geométricas
que hemos realizado en lecciones anteriores, proponemos al lector hacer las siguientes cons-
trucciones:

e Construir un paralelogramo dados dos lados y el angulo formado por ellos. ;Qué
condicion deben cumplir el angulo dado para que esta construccion sea posible?

e Construir un paralelogramo dado un lado y los angulo adyacentes a él. ;Qué condicién
deben cumplir los dos angulos para que esta construccion sea posible?

e Construir un paralelogramo dados dos lados consecutivos y una diagonal. ;Qué condi-
cion deben cumplir los tres segmentos dados para que esta construccion sea posible?
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e Construir un paralelogramo dados tres puntos no colineales.

Ejercicios propuestos

1. Probar que las dos diagonales de un paralelogramo lo dividen en dos pares de tridngulos
congruentes entre si.

2. En el AABC' de la Figura 32.11, la mediana BM, trazada desde el vértice B, se
prolonga hasta el punto E de tal manera que ME = MB. Probar que si unimos el
punto A con el punto F, el cuadrilatero ABCE que resulta es un paralelogramo.

Figura 32.11

3. Construir un paralelogramo que satisfaga las condiciones dadas en cada literal:
(a) La medida de uno de sus lados es 4 cm y sus diagonales miden 9 cm y 7 cm.
(b) La medida de sus diagonales es 7 cm y 5 cm y forman un dngulo de 55°.

(c) La medida de dos lados consecutivos es 4 cm y 3,5 cm y la medida de una diagonal
es 4,5 cm.

Respuestas
1. Ayuda: trazar el paralelogramo con sus diagonales y utilizar criterios de congruencia.

2. Ayuda: utilizar el reciproco del Teorema 32.1. Otra forma de hacer el ejercicio es:
probar que dos lados opuestos del cuadrilatero ABC'E son paralelos y congruentes.
Para ello puede probar que AAMFE = AC'M B y utilizar las propiedades de los angulos
formados por dos rectas cortadas por una secante.

Figura 32.12
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Lecciéon 33

Algunos paralelogramos especiales

En esta leccion veremos el rectangulo, el rombo y el cuadrado que son tipos especiales de
paralelogramos y para cada uno presentaremos algunas de sus propiedades.
Algunos paralelogramos especiales son:
e Rectangulos: si tienen un dngulo recto y por consiguiente sus cuatro éngulos rectos.
e Rombos: si tienen los cuatro lados congruentes.

e Cuadrados: si tienen los cuatro lados congruentes y los cuatro angulos congruentes.

Rectangulo ABC' D Rombo ABCD Cuadrado ABC'D

/A2 /B~ /C~=/D AB=BC=2CD=DA AB>2BC>2CD>~=DA
LA/ B=2/0=2/D

Figura 33.1

Si en un rectangulo uno cualquiera de los lados se escoge como base, el lado consecutivo es la
altura. Nos referiremos a la base y a la altura como a las dimensiones del rectangulo.

Rectangulo ABCD
Base AB
Altura BC

Figura 33.2
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El rombo y el cuadrado son poligonos equilateros y el cuadrado es a la vez rectangulo y
rombo.

Ademas de cumplir las propiedades generales de los paralelogramos, el rectangulo, el rombo
y el cuadrado tienen las siguientes propiedades:

1. Las diagonales de un rectangulo son congruentes.

2. Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si.

3. Las diagonales de un rombo son bisectrices de sus angulos interiores.
4

. En un cuadrado, las diagonales son congruentes, se bisecan, son perpendiculares entre
si y son bisectrices de sus dngulos interiores.

Rectangulo ABC'D Rombo ABC'D Cuadrado ABC'D
AC = BD AC1BD AC =~ BD
AC1BD
Figura 33.3

La Propiedad 4. es consecuencia inmediata de las Propiedades 1., 2. y 3. porque un cuadrado
es a la vez rectangulo y rombo. En los siguientes teoremas probaremos las Propiedades 1.,
2.y 3.

Teorema 33.1

Las diagonales de un rectangulo son congruentes.

Prueba

Sea ABC'D un rectangulo,
AC y BD sus diagonales.

Debemos probar que:

C = BD.

I

Figura 33.4
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Como

/ZABC y ZBAD son rectos por ser angulos de un rectangulo,

AB = DC y AD = BC por ser lados opuestos de un rectangulo,
entonces

AABC = ABAD, por ser tridngulos rectangulos con sus catetos respectivamente congru-
entes.

Luego, AC = BD por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes.

Ejemplo 33.1

En el rectangulo ABC'D de la Figura 33.5,
si Z1 = 70°, hallar la medida de los

angulos 2 a 6 .

Figura 33.5

Solucién
Como /1 = /3 por ser alternos internos entre paralelas, entonces /3 = 70°.

Como ZD = 90° por ser un angulo interior de un rectangulo y como /D = /3 + /4
entonces

L4=/D— /3
=90° —70°
= 20°.

Como AO = DO porque las diagonales de un rectangulo son congruentes y se bisecan entonces
/3 = /2, por ser angulos opuestos a lados congruentes. Luego, /2 = 70°.

Como /2+/5+/3 = 180°, por ser la suma de los angulos interiores del AAQOD entonces
/5=180°— /42— /3
= 180° — 70° — 70°
= 40°.

Como Z6 = /5 por ser opuestos por el vértice, entonces Z6 = 40°.

Por tanto, los angulos pedidos son

£2="T0°, /3 =70°, Z4=20°, /5 =40° v /6= 40°.
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Ejemplo 33.2
En el rectangulo ABC'D de la Figura 33.6, hallar:

1. La medida de las diagonales del
rectangulo.

2. La medida de Z1 y Z2.

Figura 33.6

Solucién

Como en un rectangulo las diagonales son congruentes y se bisecan, entonces

OA=0C=0B=0D.

1. Como OB = 4 ¢m, entonces

BD =BO+0OD=4+4=8cm

y por lo tanto AC = 8cm.
Luego, cada diagonal del rectangulo mide 8 cm.

2. Como OA =2 OB, el AAOB es isosceles y por tanto
/1= /2

por ser los angulos opuestos a los lados congruentes.

Como /14 /22 + ZAOB = 180° por ser la suma de los angulos interiores del AAOB,
entonces

2(/1) = 180° — ZAOB

/1= = (180° — 130°)

N | —

1 o
25(50)

= 25°.
Luego, Z1 = 25° y /2 = 25°.

Teorema 33.2

Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si y son bisectrices de sus angulos
interiores.
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Prueba

Sea ABC'D un rombo,

AC' y BD sus diagonales que se cortan

en el punto O.

Debemos probar que:

ACLBD,

AC es bisectriz de ZA y de ZC'y

BD es bisectriz de /B y de ZD.
Figura 33.7

Consideremos los angulos /1, /2, /5, Z6 que forma la diagonal_A_C’ en los vértices Ay C
del rombo y los angulos /3, Z4, /7, /8 que forma la diagonal BD en los vértices B 'y D,
como se muestra en la Figura 33.7.

Como
AB= BC = CD = DA por ser ABC'D un rombo,

OA =2 OC y OB = OD porque O es el punto medio de las diagonales por ser ABCD un
paralelogramo,

entonces
ANAOB = ABOC = ACOD = ADOA por el criterio de congruencia L-L-L.

Por tanto, los cuatro angulos consecutivos con vértice en O que forman las diagonales, son
congruentes y por consiguiente son angulos rectos. Luego, AC L BD.

Como L1 = /L2y L5 = £6, por ser elementos correspondientes de triangulos congruentes,
entonces AC' es bisectriz de ZA y de ZC.

Como /3 = /4y /7 = /8, por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes,
entonces BD es bisectriz de /By de ZD.

Ejemplo 33.3

En el rombo ABCD de la Figura 33.8,
sus diagonales se cortan en el punto F'.
Si ZAFB =42+10y £ZDCB = 3z +4,
hallar ZADC.

Figura 33.8
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Solucién

Como las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si, por Teorema 33.2, entonces
ZAFB =90° y como ZAFB = 4x + 10 entonces

4z +10 = 90.

Resolviendo esta ecuaciéon obtenemos x = 20.

Como ZDCB = 3z + 4, sustituyendo x obtenemos ZDCB = 3(20) + 4 = 64°.

Como ZADC + ZDCB = 180° porque los angulos consecutivos de un paralelogramo son
suplementarios, entonces ZADC = 180° — ZDC'B = 180° — 64° = 116°.

Notas 33.1

El reciproco de cada uno de los teoremas anteriores también es valido. Esto es,

e Si las diagonales de un paralelogramo son congruentes, el paralelogramo es un rectan-
gulo.

e Si las diagonales de un paralelogramo son perpendiculares entre si, el paralelogramo es
un rombo.

e Si las diagonales de un paralelogramo son bisectrices de sus angulos interiores, el para-
lelogramo es un rombo.

Ejemplo 33.4

Construir un rombo sabiendo que su lado mide 5 cm y forma con una diagonal un angulo de
35°.

Solucién

Tracemos un rombo ABC'D dados el lado AB cuya medida es 5 cm y el Za = 35° que AB
forma con la diagonal AC.

Tracemos el segmento de recta AB de medida 5 cm y con vértice en A y con lado AB
trazamos el Za, como se muestra en la Figura 33.9. Sobre el otro lado del angulo trazado
esté la diagonal AC, cuya medida no conocemos.

Como, por Teorema 33.2, la diagonal AC es bisectriz del ZA entonces el angulo que ésta
forma con el lado AD también tiene una medida de 35°.

Con vértice en A y a partir de la semirrecta que contiene a la diagonal trazamos un angulo
de 35°, cuyo segundo lado es la semirrecta sobre la que esta el lado AD del rombo. Como
los lados de un rombo son congruentes, sobre esta semirrecta y a partir de A tomamos una
medida de 5 cm y asi obtenemos el lado AD del rombo, como se muestra en la Figura
33.10.
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Figura 33.9 Figura 33.10 Figura 33.11

A partir de D trazamos una recta paralela a AB y el punto donde corta a la semirrecta que
contiene la diagonal corresponde al vértice C' del rombo. Unimos C' con B y asi obtenemos
el rombo ABCD pedido, como se muestra en la Figura 33.11.

Ejercicios propuestos

1. Consideremos un paralelogramo ABC'D. Si dos de sus lados paralelos son AB =4x—5
y CD = 2x+23, y sus diagonales son AC' =3x—2y BD = 2x+12, probar que ABCD
es un rectangulo.

2. En la Figura 33.12, ABCD es un paralelogramo y DBCFE es un rectangulo. Probar
que AEBA es isosceles.

Figura 33.12

3. Construir un rombo sabiendo que su lado mide 45 mm y una diagonal mide 6 cm.
Respuestas
1. Ayuda: recordar propiedades del paralelogramo y el reciproco del Teorema 33.1.

2. Ayuda: recordar propiedades del paralelogramo y del rectangulo.
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Figura 33.13
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Leccion 34

Trapecio

En esta leccion veremos un cuadrilatero que sélo tiene dos lados opuestos paralelos, llamado
trapecio y presentaremos algunas de sus propiedades.

Un trapecio es un cuadrildtero que soélo tiene dos lados opuestos paralelos.

Los lados paralelos de un trapecio se llaman bases, una base mayor y la otra base menor,
y al segmento de recta perpendicular a las bases y cuyos puntos extremos estan sobre ellas
se le denomina altura del trapecio.

Trapecio ABC'D
1B | DC
AB base mayor

DC base menor

EC altura

Figura 34.1

Si los lados no paralelos de un trapecio son congruentes, recibe el nombre de trapecio
isosceles.

Si el trapecio tiene dos dngulos rectos se denomina trapecio rectangulo.

T i tangulo ABC'D
Trapecio isésceles ABC'D FApEcto Tectanstio ¢

50 ~ 4D LA =90° 4D =90

Figura 34.2
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Ejemplo 34.1
En el trapecio ABC'D de la Figura 34.3, con AB || DC, hallar:

1. El valor de = y ¥ si los puntos F,
A, B y G son colineales.

2. La medida de los dngulos interio-
res del trapecio.

Figura 34.3

Solucién
1. Como ZDAFE y ZDAB son suplementarios, entonces ZDAFE + ZDAB = 180°.
Reemplazando Z/DAE y ZDAB por su medida obtenemos la ecuacion
(2x — 25) + (z — 5) = 180°.
Resolvamos esta ecuaciéon para x:

20 =25+ x — 5 =180

3x — 30 =180
3x = 210
xz ="70.

Como ZC = ZCBG por ser alternos internos entre paralelas y como ZC = y, entonces

ZCBG =y.
Como ZCBA y ZCBG son suplementarios, entonces ZCBA + ZCBG = 180°.
Reemplazando ZCBA y ZCBG por su medida obtenemos la ecuacion 60 + y = 180.
Resolviendo esta ecuaciéon para y obtenemos y = 120.
Luego, z =70 y y = 120.
2. Los angulos interiores del trapecio son:
LDAB =x—-5="70—-5=65".
ZCBA = 60°
ZC =y =120°.

Como LDAB + ZCBA + ZC + £ZD = 360° por ser la suma de los angulos interiores
de un cuadrilatero entonces

/4D =360°— £4ZDAB — ZCBA — ZC
= 360° — 65° — 60° — 120°
= 115°.
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Ejemplo 34.2
Sea ABCD el trapecio isosceles de la Figura 34.4, con AB || DC.

Figura 34.4

Si ED || BC'y £1 = 43°, hallar los demés angulos interiores /2, /3 y /4 del trapecio.
Solucién
Consideremos el /5 y el Z6 que se muestran en la Figura 34.4.

Como ED || BC entonces EBCD es un paralelogramo y por tanto ED = BC por ser lados
opuestos de un paralelogramo.

Como AD = BC por ser los lados no paralelos del trapecio ABC'D, que es isosceles, entonces

AD >~ ED.
Luego, AAFED es isosceles.

Como /1 = /5 por ser correspondientes entre paralelas, /5 = 43°, y como /5 = /2 por ser
los dngulos de la base del AAFE D, entonces

/2 = 43°.

Como Z4 = /6 por ser angulos opuestos del paralelogramo FBC'D y como Z6 = 180°— /45 =
180° — 43° = 137°, entonces
/4 =137°.

Como L1+ /24 /3+ Z4 = 360°, por ser la suma de los d&ngulos interiores de un cuadrilétero
entonces

/3 =360°—/L1—/2—/4
= 360° — 43° — 43° — 137°
= 137°.

Luego, los dngulos interiores del trapecio ABC'D son

/1=43°, /2 =143°, /3 =137y L4 = 137°.
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Veamos el siguiente teorema que usaremos para probar una propiedad importante del trapecio.

Teorema 34.1

Si por el punto medio de un lado de un tridngulo trazamos una paralela a otro lado, entonces
esta paralela pasa por el punto medio del tercer lado y su medida es igual a la mitad de la
medida del lado del cual es paralelo.

Prueba

Sean ABC' un tridngulo cualquiera,
D el punto medio de AC,

C, E y B puntos colineales y

DE || AB.

Debemos probar que

E es el punto medio de BC' y que

DE — %E.

Figura 34.5

Tracemos DF || BC, con A, F'y B puntos colineales. Entonces, el cuadrilatero FBED es
un paralelogramo y por lo tanto

DE~FB y DF ~EB (34.1)

por ser lados opuestos del paralelogramo.

Ahora, como

/DAF =2 ZCDE por ser angulos correspondientes entre paralelas,
AD = DC por ser D punto medio de AC' y

/ADF = /DCE por ser angulos correspondientes entre paralelas,
entonces

ANADF = ADCE, por criterio de congruencia A-L-A. Luego,

DE=AF yv CE=DF (34.2)
por ser elementos correspondientes de triangulos congruentes.

De 34.2 y 34.1 tenemos que:

N 11—
e DE = AF = FB y entonces DFE = QAB.

e CE = DF = EB y entonces E es el punto medio de BC.
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Notas 34.1

El reciproco del Teorema 34.1 también es valido, esto es, el segmento de recta que une los
puntos medios de dos lados de un triangulo es paralelo al tercer lado y su medida es la mitad

de la medida de dicho lado.
Teorema 34.2

El segmento de recta paralelo a las bases de un trapecio que pasa por el punto medio de uno
de sus lados no paralelos, pasa también por el punto medio del otro lado no paralelo y su
medida es igual a la semisuma de las medidas de las bases.

Prueba

Sea ABC'D un trapecio,
con AB || DC,

FE punto medio de AD y
EF || ABy EF || DC.

Debemos probar que:

F es el punto medio de BC' y

1
Figura 34.6

Tracemos la diagonal BD y sea H el punto donde BD interseca a EF.

Consideremos el AABD: Como EH || AB y E es el punto medio de AD, por Teorema 34.1,

H es el punto medio de BD y

BT — %E (34.3)

Consideremos el ABC'D: Como HF || DC y H es el punto medio de BD, por Teorema 34.1,
F es el punto medio de BC'y

AT — %D_C (34.4)

De las ecuaciones 34.3 y 34.4 tenemos que

EF =EH + HF
l—— 1
= -AB+ -DC
247 T
! (AB+DC)
=3 D).

Notas 34.2

El reciproco del Teorema 34.2 también es valido, esto es, el segmento de recta que une los
puntos medios de los lados no paralelos de un trapecio es paralelo a las bases y su medida es
igual a la semisuma de las medidas de las bases.
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Ejemplo 34.3
Consideremos el trapecio ABCD de la Figura 34.7, con AB || DC.

Si E y F son los puntos medios de
AD y BC respectivamente, hallar

la medida de la base mayor del trapecio.

Figura 34.7

Solucion

Como E y F son los puntos medios de los lados no paralelos del trapecio, entonces EF es

paralelo a las bases y por el Teorema 34.2

EF = - (AB+DC).

N | —

Luego,

2EF = AB + DC.

Entonces,

AB =2FF — DC
=2(12) -9
=24-9
= 15.
Por tanto, la base mayor del trapecio mide 15 cm.
Notas 34.3
Los siguientes resultados, cuyas pruebas se dejan como ejercicios, también son validos.

1. En un trapecio isésceles los dngulos adyacentes a una misma base son congruentes.

Sea ABC'D un trapecio isosceles,
con AB | DC'y
AD = BC.
Entonces
LA=Z /By /D= /C.
Figura 34.8
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2. Las diagonales de un trapecio isésceles son congruentes.

Sea ABC'D un trapecio isosceles,
con AB || DC,

AD = BCy

AC' y BD sus diagonales.

Entonces

AC =~ BD.
Figura 34.9

Ejercicios propuestos

1. Probar que en un trapecio isésceles los angulos adyacentes a una misma base son
congruentes.

2. Probar que las diagonales de un trapecio isosceles son congruentes.

3. Construir un trapecio rectangulo cuya base mayor mide 5 cm, su altura 3 cm y el angulo
agudo adyacente a la base mayor mide 45°.

4. Considerar un trapecio isésceles ABC'D con base mayor AB y base menor DC.

(a) Si el ZA adyacente a la base mayor mide 65°, jcudl es la medida de los demas
angulos interiores del trapecio?

(b) Si la medida de la diagonal AC es 6 cm, ;cual es la medida de la diagonal BD?

5. Probar que si se unen consecutivamente los puntos medios de los lados de un cuadrilatero
ABC'D cualquiera se obtiene un paralelogramo.

6. /Qué se puede decir de la medida de los lados del paralelogramo resultante en el ejercicio
anterior?

Respuestas

1. Ayuda: en la Figura 34.8, trazar DM y C'N perpendiculares a la base AB y probar
que AAMD = ABNC.

2. Ayuda: en la Figura 34.9, probar que AABD = NABC.
3.
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4. (a) LB =65°, ZC =115° y D = 115°.
(b) BD =6 cm.

5. Ayuda: utilizar el reciproco del Teorema 34.1 y para ello trazar una de las diagonales
del cuadrilatero ABCD.

6. Ayuda: utilizar el reciproco del Teorema 34.1.
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Lecciéon 3D

Area y perimetro de poligonos

En esta leccion veremos como calcular el perimetro y el drea de algunos poligonos, en par-
ticular de rectdngulos, cuadrados y paralelogramos.

{Como hallar el perimetro de un poligono?
El perimetro de un poligono, que denotamos P, es la medida de la linea poligonal que lo
limita.
Esto es, el perimetro de un poligono es la suma de las medidas de los lados del poligono.
Por ejemplo,
En el pentagono ABCDFE de la Figura 35.1, si
AB =2cm, BC =1cm, CD =1,5¢m,
DE =2,5cm y EA = 2cm, su perimetro es
P=AB+BC+CD+DE+ FEA

=2+1+1,54+2,5+2
Figura 35.1

=9 cm.

Cuando el poligono es regular y su lados tienen medida [, el perimetro es
P=n-l

con n el niimero de lados del poligono.

Asi, el perimetro de un tridngulo equilatero cuyo lado [ mide 3cm es P = 3l = 3(3¢m) = 9 em.
El perimetro de un octagono regular cuyo lado mide 1,5m es P = 8(1,5m) = 12m.

{Como hallar el drea de un poligono?

Area es la medida de una superficie.

Asi como para medir un segmento usamos una unidad de medida, para hallar el area de
figuras planas utilizamos como unidad de medida un cuadrado tal que la medida de su lado
sea la unidad de medida de segmentos.

257



Si u es la unidad de medida de segmentos, la unidad de medida de una figura plana es un
cuadrado de lado u, que llamamos unidad cuadrada o unidad de area, como se muestra
en la Figura 35.2.

Unidad de medida de segmentos Unidad de medida de areas

Figura 35.2

Para hallar el area de una figura plana, que denotamos A, debemos ver cuéntas unidades
cuadradas o partes de éstas "caben" en la figura.

Por ejemplo, en el rectangulo de la Figura 35.3 "caben" 12 unidades cuadradas. Luego, su
area es 12u?.

Figura 35.3

Si queremos hacer el mismo procedimiento con un tridngulo, vemos que es dificil calcular las
porciones de unidad que caben exactamente en el tridngulo, como se observa en la Figura
35.4.

Figura 35.4

Por esto, la medida del area de figuras planas se halla de manera indirecta, para lo cual se
miden algunos de los elementos de la figura y se realizan operaciones aritméticas entre los
valores obtenidos, como veremos a continuacion, y por ello decimos que "el drea no se mide
sino que se calcula'.
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Es importante tener en cuenta que para el calculo de un area, las medidas deben ser con la
misma unidad. Por ejemplo, si vamos a calcular el area de un tridngulo y conocemos las
medidas de sus lados en cm entonces la altura h debe darse también en cm.

Area y perimetro del rectangulo

Consideremos el rectangulo ABC'D que se muestra en la Figura 35.5, cuyos lados miden a y
b respectivamente.

En el rectangulo "caben" a - b unidades de
area.

Luego, el area del rectangulo es
A=a-b
El perimetro del recténgulo es

P=a+b+a+b=2a+2b=2(a+Db).
Figura 35.5

Como en un rectangulo, uno cualquiera de los lados es la base y el lado consecutivo es la
altura, llamadas dimensiones del rectangulo, si b es la medida de su base y h la medida de
su altura entonces

Nota 35.1
En adelante, para simplificar la escritura:

e Cuando nos refiramos a una figura de lado [, estamos diciendo que la medida del lado
es [. Asi, cuando escribamos "rectangulo de base b y altura h", nos estamos refiriendo
a un rectangulo cuya base mide b unidades y cuya altura mide h unidades.

e Cuando nos referimos al area del un poligono ABC D, escribimos A spcp, y cuando nos
referimos a su perimetro escribimos Pagcp.

Area y perimetro del cuadrado

Consideremos un cuadrado de lado [, como se muestra en la Figura 35.6.

Como el cuadrado es un rectangulo con b = h = [, entonces:
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Figura 35.6

Ejemplo 35.1

El area del cuadrado es
A=1-1=1[%
El perimetro del cuadrado es

P=201+1)=2-20=4l

e Calcular el area y el perimetro de un rectangulo de lados 2 y 3 em.

e ;Cual es el area y el perimetro de un cuadrado de lado 2v/2 em?

e ;Cuél es el area y el perimetro de un rectangulo de lados 8 m y 200 cm?

Solucién

Figura 35.7

Figura 35.8

Figura 35.9

El area del rectangulo es
A=b-h=(2cm)(3cm) = 6cm?.
El perimetro del rectangulo es

P=2(0b+h)=22cm+3cm)=2(5cm) = 10cm.

El area del cuadrado es
A=1?= (2\/§cm)2 = 8 cm?.
El perimetro del cuadrado es

P =4l :4(2\/§cm) = 82 cm.

Como las medidas estdn dadas en unidades diferen-
tes, expresemos las dos en metros. Asi, b=8 my
h = 200 cm = 2 m. Entonces, el adrea del rectan-
gulo es

A=0b-h=(8m)(2m)=16 m>.
El perimetro del rectangulo es

P=2(b+h)=28m+2m)=2(10cm) = 20 m.
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Ejemplo 35.2

Si el piso de una sala rectangular mide 20 pies de largo y 80 pies de ancho, ;cuéntas baldosas
se necesitaran para cubrirlo si cada baldosa es un cuadrado cuyo lado mide 2 pies?

Solucioén
El area del piso de la sala es A = (20)(80) = 1.600 pie?.
El lado de cada baldosa mide 2 pie y su area es 4 pie?.

Para hallar el nimero de baldosas, dividimos el area del piso entre el area de cada bal-
dosa.

1.600
Luego, ntimero de baldosas = — = 400.

Por tanto, se requieren 400 baldosas para cubrir el piso.
Ejemplo 35.3
Si el 4rea de un cuadrado es 81 cm?, hallar:
1. La medida del lado.
2. El perimetro del cuadrado.
Solucién
1. Como A =1%81=1?0seal=9cm.
2. Perfmetro = 41 = (4)(9) = 36 cm.

Luego, el lado del cuadrado mide 9 cm y su perimetro 36 cm.

Area y perimetro del paralelogramo

Consideremos el paralelogramo ABC'D de lados a y b y sea h su altura, como se muestra en
la Figura 35.10.

Figura 35.10

Su area es



Su perimetro es
P =2(a+b).

Prueba

Llamemos [ el pie de la perpendicular, que es la altura h del paralelogramo, trazada desde
D hasta AB , como se muestra en la Figura 35.11.  Desde el vértice C' tracemos una perpen-
dicular C'F hasta la prolongacion del lado AB.

Figura 35.11

Aapep = Agrep + Aaep — Apre (35.1)

EFCD es un rectangulo ya que DE || CF porque ambas son perpendiculares a AB, y
DC = FEF = AB por ser lados opuestos de paralelogramos. Entonces,

Agrcp = FF-DE =AB-h=5b-h.

Luego,
Aprep =b- h. (35.2)

Como
ANAED y ABFC son rectangulos porque DE y CF son perpendiculares a AB,
AD = BC por ser lados opuestos de un paralelogramo y
/A= ZCBF por ser angulos correspondientes entre paralelas,
entonces
NAED = ABFC(C por criterio de congruencia A-L-A para tridngulos rectangulos.

Luego,
Aarp = ABrc- (35.3)

Entonces, sustituyendo la Ecuacion 39.3 en la Ecuacion 39.1, tenemos

Aapop = Agrcep + Aapp — Aagp = Agrcp. (35.4)
Luego, sustituyendo la Ecuacion 39.2 en la Ecuacion 39.4 tenemos que

Aapep =b-h.
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Entonces, para el paralelogramo ABC'D de la Figura 35.11

Aapcp =b-h

PABCD =2a+2b= Q(CL + b)

Ejemplo 35.4

Calcular el area y el perimetro de un paralelogramo ABCD de lados 3c¢m y 4cem y altura
2cm.

Solucion

El area del paralelogramo es

A=b-h=(4cm)(2cm) = 8cm?.

El perimetro del paralelogramo es

P=2(a+b)=23cm+4cm)
Figura 35.12 =2(7cm) = 14 em.

Ejemplo 35.5

Hallar la base de un paralelogramo si su &rea es 48 cm?, su base es (z + 3) cm y su altura es
(x +1)cm.

Solucion

El area de un paralelogramo es el producto de sus dimensiones que son base y altura, es
decir, A = bh.

Reemplazando los valores dados tenemos
48 = (x +3)(z + 1).
Resolvamos esta ecuacion para x:
A8 =2 + 4z +3
0=a? 44z — 45
0= (z+9)(z—5).
Por tanto, x = -9 6 © = 5.

Descartamos z = —9 porque obtendriamos un valor negativo para la medida de las dimen-
siones. Luego, z = 5.

Entonces, la base del paralelogramo es x +3 =5+ 3 = 8cm.
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Ejercicios propuestos

1. El piso rectangular de un local comercial tiene 35 m de largo por 20 m de ancho. ;Cuan-
tas baldosas rectangulares de 10 cm de largo por 5 cm de ancho se requieren para cubrirlo
totalmente?

2. Un rectangulo tiene 96 m? de area y 44 m de perimetro. Hallar sus dimensiones.

3. (Cual seréd la base de un paralelogramo de 9 pulgadas de altura si su area es de 63
pulgadas cuadradas?

4. Cuantos rollos de alambre se requieren para cercar un terreno cuadrado de 3.600 m?
de area, si cada rollo tiene 12 m?

Respuestas
1. 140.000.
2.b=16m y h =6cm.
3. 7 pulgadas.
4. 20 rollos.
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Leccion 30

Area y perimetro de triangulos, rombos y trapecios

En esta leccion veremos como calcular el perimetro y el area de triangulos, rombos y trapecios.

Area y perimetro del triangulo

Consideremos el AABC' de lados a, by ¢y sea h la altura del triangulo trazada desde el
vértice B hasta el lado AC, como se muestra en la Figura 36.1.

Figura 36.1
Su area es
A= lb - h.
2
Su perimetro es
P=a+b+c

Prueba

Tracemos BE || AC'y CFE || AB, como se muestra en la Figura 36.2.

Figura 36.2
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ACEB es un paralelogramo cuya altura es h y BC es una diagonal que divide al paralelo-
gramo en dos tridAngulos congruentes. Luego,

1
Appc = B (Aacen),

y como

Ascep=0b-h
entonces 1

AABC - 5 bh
Entonces, para el AABC de la Figura 36.1,

1
AABC = 5 bhv

PABc:a+b+C.

Ejemplo 36.1

Hallar el perimetro y el area de un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 3em y 4em y
cuya hipotenusa mide 5 cm.

Solucién

P=3em+4cm+5cm = 12¢cm.

Podemos considerar cualquiera de los catetos como
la base y el otro sera entonces la altura.

Luego,

A= %(4cm)(30m) =

(12em?) = 6 em?.

N —

Figura 36.3

Ejemplo 36.2

La Figura 36.4, muestra la fachada de una casa.

El techo tiene forma de tridngulo isosceles
de altura 6 m y las ventanas y la puerta son
rectangulares.

Calcular el area de la fachada sin incluir las
ventanas ni la puerta.

Figura 36.4
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Solucion

El area de la fachada es igual al area del cuadrado més el area del techo menos el area de las
ventanas y de la puerta, es decir

Afachada - Acuadrado + Atecho - 2Aventana - Apuerta-

Como

Acuadrado = (20)2 = 4007
1
Atecho = 5(20)(6) = 60,

Aventana = (2)(3) =06y

Apuerta = (2,5)(5) = 12,5,

entonces

Afachada = 400 460 — 12 — 12,5 = 435, 5.

Luego, el area de la fachada es 435, 5 m?.

Area y perimetro del rombo

Sea ABC'D un rombo y O el punto de corte de sus diagonales, como se muestra en la Figura
36.5.

Figura 36.5
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Aapep = Aapc + Aape

1 1 —
=3 (AC . OD) + 2 (AC’ . OB) puesto que las diagonales del rombo son perpendiculares
1
= §AC’ (OD + OB)
1 —
Entonces, el area de un rombo cuyas diagonales son d y d’ es
!
A=t
2
y ademas,
P =4l

con [ lado del rombo.
Ejemplo 36.3

Calcular el area y el perimetro de un rombo ABCD de lado 5 e¢m, si sus diagonales miden
6cmy 8cem.

Solucién
U
Reemplazando los valores dados en A = - yen P = 4l, tenemos
1 2
Aspcp = 5(8 em) (6em) = 24em
y

Papep = 4(5ecm) =20 em.

Por tanto, el area del rombo es 24 cm? y su perimetro es 20 cm .

Area y perimetro del trapecio

Consideremos el trapecio ABC'D con b la base mayor, b’ la base menor y h la altura, como
se muestra en la Figura 36.6.

Figura 36.6
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Si trazamos la diagonal DB se forman dos triangulos: el AADB con base b y altura h y el
ADBC con base b’ y altura h, como se muestra en la Figura 36.7.

Figura 36.7

El area del trapecio, Aapcp es la suma de las areas de los triangulos AADB y ADBC.

1 1
Como A pp = 3 bh 'y Appc = 3 b'h, entonces

1 1
Aapep = §bh+ 5b/h =—(b+V)h.

1

2

Luego,

b+t
2

Si ademés ¢ y ¢ son los lados no paralelos, su perimetro es

h.

AABC’D =

Pipecp=b+Ub +c+.

Ejemplo 36.4
Hallar la altura de un trapecio si las bases miden 13 c¢m y 7cem y su érea es 40 cm?.

Solucion

Figura 36.8

Llamemos h la altura del trapecio. Como AB = 13em es la base mayor, CD = 7cm es la
base menor y Aagcop = 40 ecm?, entonces reemplazando los valores dados en

Aapep = % (E + C_D) h,
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tenemos

Luego, la altura del trapecio es 4 cm.

Ejercicios propuestos

1.
2.

Determinar la altura de un triangulo de area 32,5 cm?, cuya base mide 10 em.

La base de un triangulo es el doble de su altura. Determine el valor de ambas si su
area es de 36 cm?.

Si el area de un rombo es 37 cm? y una de sus diagonales mide 7,4 cm jcuénto mide la
otra diagonal?

Probar que el area de un cuadrado es igual a la mitad del cuadrado de la diagonal.

Hallar el 4rea y el perimetro de un trapecio isésceles cuyas bases miden 13 ecm y 5 cm
respectivamente, su altura mide 3 ¢m y cada uno de sus lados no paralelos 5 cm.

Respuestas

1.

6,5 cm.

.h=6cmyb=12cm.
. 10 em.

2
3
4.
)

Ayuda: el cuadrado es un rombo.

. A=2Tem?y P =28cm.

270



Leccion 37

Teorema de PitAgoras

En esta leccion veremos uno de los teoremas mas importantes en la Geometria, conocido
como el Teorema de Pitagoras, el cual da una relaciéon simple pero muy ttil entre las
medidas de los lados de un triangulo rectangulo. Presentaremos ademas dos de las muchas
pruebas que se han hecho y una ilustracion grafica del teorema .

Teorema 37.1 Teorema de Pitdgoras

En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la medida de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de las medidas de los catetos.

Si AABC es rectangulo con ZA recto,
BC = a es la hipotenusa y
AC =by AB = ¢ son los catetos,

entonces a® = b + 2.

Figura 37.1

Veremos primero una prueba usando semejanza de tridngulos.
Prueba 1
Consideremos el AABC' con ZA recto, como se muestra en la Figura 37.2.

Sea AD la altura relativa a la hipotenusa.

Figura 37.2

271



Como AABC ~ ADAC, entonces

a_ b
b CD
y asi, L
a(CD) = b*. (37.1)
Como ANABC ~ ADBA, entonces
a c
¢ DB
y asi, L
a(DB) = ¢*. (37.2)

Sumando las Ecuaciones 37.1 y 37.2 tenemos
a(CD + DB) =b* + ¢

y como

CD+DB=CB=a
entonces
a? = b+ A
Veamos ahora una prueba usando una construccién geométrica.
Prueba 2

Consideremos el AABC' con ZA recto, como se muestra en la Figura 37.3.

Sean AB = ¢, AC = b los catetos y BC = a la hipotenusa del triangulo.

Figura 37.3

Construyamos un cuadrado PQ RS cuyo lado mide b + c.

Tomemos un punto P’ sobre_m ' tal que PP" = b, entonces P’() = c¢. En forma similar
escogemos @', R’y S’ sobre QR, RS y SP respectivamente.
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Los segmentos P/}, Q'R', R'S" y S’ P" determinan cuatro tridngulos rectangulos congruentes
con el AABC por el criterio de congruencia L-A-L y asi, P'Q)’ =2 Q'R = R'S" = S'P’ y su
medida es a. Entonces, P'Q'R'S" es un cuadrilatero cuyos cuatro lados son congruentes.
Ademés, como /1 + Z2 = 90°, ZS'R'Q’ = 90°, y asi los cuatro angulos son rectos. Luego
P'QY’R'S" es un cuadrado.

Calculemos el area del cuadrado PQRS en dos formas:

Como cada lado tiene medida b + ¢, su érea es (b + ¢)?. De otro lado, el area del cuadrado
grande es la suma de las areas de los cuatro triangulos congruentes y del area del cuadrado

pequeno, en los cuales se ha dividido. Cada tridngulo tiene area E(bc) y el area del cuadrado

pequeiio es a?. Luego,
. 1
Area de PQRS = (b +¢)? =4 (§bc) +a?, y asf,

b? + 2bc + ¢ = 2bc + a?.
Luego,

b+ =d’
Ilustracién grafica del Teorema de Pitagoras

En cada lado del triangulo rectangulo construimos un cuadrado por fuera del tridngulo, como
se muestra en la Figura 37.4. El Teorema de Pitagoras garantiza que el area del cuadrado
sobre la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los cuadrados sobre los catetos.

Figura 37.4

El reciproco del Teorema de Pitagoras también es valido, es decir, si en un AABC se cumple
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que a? = b% + ¢, entonces el LA es recto.
Ejemplo 37.1

Por el reciproco del Teorema de Pitagoras, un AABC cuyos lados miden 3, 4 y 5 es un
triangulo rectangulo, ya que 32 4+ 4* = 9 + 16 = 25 = 52. Su hipotenusa mide 5.

Ejemplo 37.2
. Por qué el tridngulo cuyos lados miden 5, 12 y 13 es rectangulo?
Soluciéon

Como 5% + (12)% = 25 + 144 = 169 = (13)?, entonces por el reciproco del Teorema de
Pitagoras, el triangulo es rectangulo y su hipotenusa mide 13.

Nota 37.1

Si en un tridngulo rectangulo conocemos la medida de dos de sus lados podemos encontrar
la medida del tercero usando el Teorema de Piagoras asi

Figura 37.5

1. Si conocemos las medidas b y ¢ de los dos catetos y queremos hallar la medida de la
hipotenusa, como a? = b? + 2, entonces

a= Vb + 2.
Como la medida de la hipotenusa es un ntmero real positivo o cero, tomamos el valor

positivo de la raiz y asi
a= Vb + 2.

Por ejemplo, si en un tridngulo rectangulo los catetos miden 3cm y 5 cm, la medida de
la hipotenusa es v/32 + 52 = /9 + 25 = /34, es decir, la medida de la hipotenusa es

V34 em.

2. Conocidas las medidas, b de un cateto y a de la hipotenusa, la medida ¢ del otro cateto
estd dada por ¢ = va? — b?, ya que por el Teorema de Pitagoras,

a® = b+ .
Luego,
2 =g

274



y entonces
c=+Va?®— b2

Como queremos hallar una medida, tomamos el valor positivo de la raiz.

Por ejemplo, en un tridangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 6 cm y uno de los catetos
mide 4 ¢m, la medida del otro cateto esta dada por v62 — 42 = /36 — 24 = /12 = 2/3,
es decir, el otro cateto mide 2v/3 e¢m.

Ejemplo 37.3

., Cuél es la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectdangulo cuyos catetos miden 5cm y
6cm?

Solucion

Consideremos el AABC rectangulo con ZA recto, como se muestra en la Figura 37.6.

Sib=6cmyc=>5cm,
por el Teorema de Pitédgoras
a® =0+

= 6° + 5

=36+ 25

= 61.
Figura 37.6

Por tanto, a = v/61.
Luego, la hipotenusa del tridngulo mide /61 cm.
Ejemplo 37.4

La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 12 c¢m. ;Cuanto miden los catetos si estan
en la relacion 3 a 57?7

Solucion

Consideremos el AABC' rectangulo con ZA recto, como se muestra en la Figura 37.7.

Figura 37.7
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b
Como los catetos estan en la relacion 3 a 5, esto quiere decir que -
c

3
—c.

5

Por el Teorema de Pitagoras

Como a = 12, entonces (12)? =

(144)(25)

L .
uego, ¢ 21

y asi ¢

a? =02+ &2

3\,
—<EC) +c
9
22—562+C2
_902—1-25c2
N 25
9+ 25
25
34
= — 2
25

C2

34,

c.
25

30v/34
17

5

3 3\ [30v34 18+/34
Comob:gc, b=1|= = .

Por tanto, los catetos del triangulo miden

Ejemplo 37.5

17

18v/34
17

3034
cm
17

Cm.

Entonces b =

., Cual es la medida de uno de los catetos de un tridangulo rectangulo si la hipotenusa mide
12em y el otro cateto mide 7cm?

Solucién

Consideremos el AABC' rectangulo con ZA recto, como se muestra en la Figura 37.8.
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Sia=12cm y b= Tcem,
por el Teorema de Pitédgoras
a? = b+ 2.

Luego, a® — b* = 2.

Entonces, ¢ = (12)? — 72 = 144 — 49 = 95,

y asic= \/%
Figura 37.8

Luego, el otro cateto del triangulo mide v/95 cm.

Ejercicios propuestos

1. Determinar la medida de uno de los catetos de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa
mide 15 c¢m, si el otro cateto mide 8 cm.

2. (Cual es la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo isésceles cuyo cateto
mide 8 em?

3. Determinar la medida del segmento RS de la Figura 37.9.

Figura 37.9

4. ;Cuél es la medida del cateto PQ del triangulo que se muestra en la Figura 37.10?

Figura 37.10
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Respuestas
1. V161 cem.
2. 8/2cm.
3. 7,2 cm.
4. 6\/30m.
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Leccion 38

Teorema de Pitagoras
Aplicaciones

En esta leccion veremos algunas aplicaciones del Teorema de Pitagoras.
1. Calcular la diagonal de un rectangulo conocida la medida de sus lados.

La diagonal de un rectangulo es la hipotenusa y dos de sus lados son los catetos de un
triangulo rectangulo. Si d es la medida de la diagonal de un rectangulo cuyos lados

miden b y ¢ respectivamente, d = v/b? + 2.

Figura 38.1

Por ejemplo, la diagonal d de un rectangulo cuyos lados miden 4 cm y 3 cm estéd dada
por d = /42 + 32 =+/16 + 9 = v/25 = 5. Luego, la diagonal mide 5 cm.

Ejemplo 38.1

., Cual es la diagonal de un rectangulo cuya base mide 6 cm y su altura mide 2 em?
Solucién
Consideremos el rectangulo ABCD con AC = d una diagonal, CB = h la altura y

AB = b la base, como se muestra en la Figura 38.2.

Como AABC' es rectangulo,
aplicando el Teorema de Pitégoras

d* = h* + b
:22+62

Figura 38.2 =40
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Entonces, d = /40 = 2/10.
Luego, la diagonal del rectangulo mide 24/10 cm.
2. Calcular la diagonal de un cuadrado conociendo la medida del lado.

En un cuadrado de lado [ la medida de la diagonal d esta dada por

d=VE+12=V202=1/2

Figura 38.3

Asi, por ejemplo, la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide 5em, es d = 5v/2 em.
Ejemplo 38.2

Hallar el lado de un cuadrado cuya diagonal mide 5 cm.

Solucién

Consideremos el cuadrado ABCD con [ la medida de su lado y d la diagonal AC, como
se muestra en la Figura 38.4.

Por el Teorema de Pitagoras

=P+ =20

Luego,
12:d—2:5—2:§yasi
2 2 2
o B 52
2 2
Figura 38.4
Por tanto, el lado del cuadrado mide V2 cm.

3. Calcular la altura relativa a la base de un tridngulo isésceles conocida la medida de
cada uno de sus lados.
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Figura 38.5

Sea NABC' isosceles y sea h la altura relativa a la base BC. Si D es el punto donde
la altura corta el lado BC, el AADB y el AADC son rectangulos y como la altura es
a su vez mediana, D es punto medio de BC'.

Entonces, si la medida de los lados congruentes del tridngulo es [ y la base tiene medida
m, la altura h estd dada por

h=/12— (%)2: %m

Por ejemplo, la altura de un triangulo equilatero cuyo lado mide 3 cm es

3\ 2 9 1 1 3

Figura 38.6

3
Luego, la altura del triangulo mide 5\/5 cm.
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Ejemplo 38.3

..Cuél es la medida de cada uno de los lados congruentes de un triangulo isosceles si la
base mide 16 cm y la altura 6 cm?

Solucién

Consideremos el AABC isosceles con AB = AC' v h = AD su altura como se muestra
en la Figura 38.7.

Figura 38.7

— 11— 1
Como h=6y BD = 3 BC = 5(16) = 8, porque la altura es también mediana, por el
Teorema de Pitagoras tenemos

(AB)" = (BD)" + (AD)’
= 8% + 67
=64 + 36
= 100.

Entonces, AB = /100 = 10.
Luego, cada uno de los lados congruentes del triangulo mide 10 c¢m.

4. Calcular el area de un triangulo equilétero conocida la medida de su lado.

Figura 38.8
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Sea AABC equilatero de lado [y sea h la altura relativa a BC. Si D es el punto donde
la altura corta el lado BC, el AADB y el AADC son rectangulos y como la altura es
a su vez mediana, D es punto medio de BC'.

l
Entonces BD y DC tienen medida — 5 Y la altura h esta dada por

A Lvirmr - Lvar - L (ve) - ¥

Luego, el area del triangulo equilatero de lado [ esta dada por

()9

1 2
—Zx/ﬁz.

Ejemplo 38.4

Calcular el area de un triangulo equilatero cuyo perimetro mide 24 centimetros.
Solucién

Como el perimetro del tridAngulo mide 24, entonces | = % = 8.

Luego,

1 , 64
A:Z\/§(8) T 3 =16V/3.

Por tanto, el area del triangulo equilatero es 16v/3 cm?.

Ejercicios propuestos

1.
2.
3.

4.

Hallar la diagonal de un rectangulo cuyos lados miden 8 cm y 4 em.
. Cual es la diagonal de un cuadrado de lado 9cm?

Hallar el 4rea de un triangulo isésceles de base 12 pulgadas y cuyos lados congruentes
miden 10 pulgadas cada uno.

El lado de un triangulo equilatero es 4 cm. Hallar el drea de dicho triangulo.

Respuestas

1.
2.
3.
4.

4\/3 cm.
9v2 em.

48 pulgadas cuadradas.

8v/3cm?2.
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Leccion 39

Teorema de Pitagoras
Otras aplicaciones

En esta leccion veremos otras aplicaciones del Teorema de Pitagoras.
Ejemplo 39.1

En un triangulo rectdngulo isésceles la altura trazada desde el angulo recto divide al lado
opuesto en dos segmentos que miden 2 cm cada uno. Calcular la medida de la altura y de
los tres lados del triangulo.

Solucion

Consideremos el AABC rectangulo isésceles con ZA recto, AB =2 AC' y h = AD la altura,
como se muestra en la Figura 39.1.

Como AADC ~ ABAC, entonces
n AB
2 AC
AB N
Como Vel =1, por ser AB = AC, ya que

ANABC es isosceles, entonces h = 2.

Figura 39.1

Por el Teorema de Pitagoras
(AC)" = 1* + (CD)’
924 92
=38.

Entonces, AC = /8 = 2/2.

Por tanto, la altura del triangulo mide 2 em, cada uno de los catetos congruentes mide 2v/2 em
y la hipotenusa mide 4 cm.
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Ejemplo 39.2

El pie de una escalera apoyada en una pared esta a 5m de distancia de la pared. ;Cuél es
la medida de la escalera si llega a una altura de 10m?

Solucién

Llamemos e la medida de la escalera.

Figura 39.2

Como la escalera forma con la pared y el piso un triangulo rectangulo, como se muestra en
la Figura 39.2, aplicando el Teorema de Pitagoras tenemos

e = (10)? + 5°
=100 + 25
= 125.

Entonces, e = V125 = 54/5.

Por tanto, la escalera mide 5v/5 m.

Ejemplo 39.3

., Cuanto mide el lado de un rombo cuyas diagonales miden 6 cm y 10 em?

Solucién

Consideremos el rombo ABCD con E el punto de interseccion de las diagonales, como se

muestra en la Figura 39.3.
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Figura 39.3

Como las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si y se cortan en el punto medio
porque el rombo es un paralelogramo, entonces el AAFEB es rectangulo con

Aplicando el Teorema de Pitagoras,

(AD)* = (AE)’ + (DE)’
=3’ 45
= 34.
Entonces, AD = /34.
Luego, cada uno de los lados del rombo mide v/34 cm.
Ejemplo 39.4

., Cual es la medida de la altura de un trapecio rectangulo cuyas bases miden 6¢cm y 4cm y
su angulo agudo mide 45°7

Solucién
Consideremos el trapecio ABCD rectangulo como se muestra en la Figura 39.4.
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Figura 39.4

Si trazamos la altura DE desde D hasta la base mayor, se forma el AAED recténgulo e
isosceles porque LA = ZADFE por ser complementarios.

Como

Entonces AE = 2 y como el AAED es isosceles, DE = 2.
Luego, la altura del trapecio mide 2 cm.
Ejemplo 39.5

La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 6 cm y uno de los segmentos determinados
por la altura sobre la hipotenusa mide 2cm. Calcular la medida de dicha altura y de los
catetos.

Solucién

Consideremos el ABAC rectangulo con ZA recto, y h = AD la altura relativa a la hipotenusa,
como se muestra en la Figura 39.5.

Figura 39.5
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Como BD = 2 entonces DC = BC — BD =6 — 2 = 4.

Como AADB es rectangulo, por el Teorema de Pitagoras

h? = — 2%

Como AADC es rectangulo, por el Teorema de Pitagoras
h? = b* — 42,
Restando miembro a miembro la Ecuaciéon 39.1 de la Ecuacion 39.2 tenemos
0=0"-16—c"+4

o equivalentemente
b — =12

Como ABAC es rectangulo, por el Teorema de Pitagoras

b2 + % = 36.

(39.1)

(39.2)

(39.3)

(39.4)

Sumando miembro a miembro las Ecuaciones 39.3 y 39.4 tenemos 2b> = 48, luego b* = 24 y

reemplazando en 39.3, 24 — ¢2 = 12, luego 24 — 12 = ¢ = 12.

Entoncesc:m:Qﬁyb:\/ﬂ:%/é,

Para hallar h reemplazamos ¢ en la Ecuacion 39.1 y obtenemos h? = 12 — 4 = 8. Luego,

h =8 =2V2.
Por tanto, los catetos miden 2v/3 em y 2v/6 ¢m y la altura mide 2v/2 em.
Nota 39.1

El Ejemplo 39.5 también puede resolverse usando semejanza de triangulos.

Ejercicios propuestos

1. Una escalera de 6 m esta apoyada en una pared y se separa 2m de ella. ;jHasta qué

altura de la pared llega la escalera?

. - 3
2. Un terreno tiene la forma de un trapecio isosceles. La base menor es — de la mayor,

la diferencia de las bases es 400 m y el lado no paralelo mide 600 m. Hallar las bases,

la altura y el area del terreno.

3. En orillas opuestas de un rio crecen dos arboles, uno frente al otro, en forma vertical.
La altura de uno de ellos es de 30m y la del otro es de 20m. La distancia entre los

pies de los arboles es de 50m. En la copa de cada arbol hay un pajaro.

De repente

estos pajaros ven un pez en la superficie del agua, entre los dos arboles, se lanzan y
alcanzan el pez al mismo tiempo. ;A qué distancia del arbol més alto aparecio el pez?
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Respuestas

1. 4v/2 metros.

2. Base mayor = 1.600 metros, base menor = 1.200 metros, altura = 400v/2 metros y &rea
del terreno = 560.0001/2 metros cuadrados.

3. A 20 metros.
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Leccion 40

Circunferencia

En esta leccion veremos la circunferencia, las rectas y segmentos de recta relacionados con
ella, el concepto de arco y las posiciones relativas de un punto y una circunferencia.

Recordemos la definiciéon de circunferencia dada en una leccidén anterior.

Sea O un punto de un plano dado y r un ntmero real positivo. La circunferencia con
centro O y radio r es el conjunto de todos los puntos del plano que estan a la distancia r
del punto O. En otras palabras, la circunferencia es el conjunto de puntos de un plano, que
"equidistan" de otro punto del plano, llamado centro de la circunferencia.

En la Figura 40.1,
O centro de la circunferencia,
P punto de la circunferencia,

OP = r radio de la circunferencia.

Figura 40.1

Las rectas y segmentos de recta relacionados con la circunferencia son:

Una cuerda de una circunferencia es un segmento de recta cuyos extremos estan en la
circunferencia.

Un didmetro de una circunferencia es una cuerda que contiene al centro.

Una recta que corta a una circunferencia en dos puntos se llama recta secante a la circun-
ferencia. Asi, cada cuerda determina una recta secante y cada recta secante contiene una
cuerda.

Una recta tangente a una circunferencia es una recta en el plano de la circunferencia, que
corta a ésta en un solo punto. Este punto se llama punto de tangencia y se dice que la
recta y la circunferencia son tangentes.

Una recta es exterior a una circunferencia si esta en el mismo plano de la circunferencia y
no la corta.
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Ademés, un arco de una circunferencia es la porcion de circunferencia comprendida entre dos
puntos de la circunferencia, incluidos ambos. Si £y D son dos puntos de la circunferencia,

Y S

denotamos por ED el arco ED y decimos que la cuerda ED subtiende el arco ED, como se
muestra en la Figura 40.2.
En la Figura 40.2,
O es el centro de la circunferencia,
OA = r es un radio de la circunferencia,
AB es un diametro, AB = 2r,
ED es una cuerda,

E D es una recta secante,
/N

ED es un arco,
t es una recta tangente en el punto N y

Figura 40.2 . . :
m es una recta exterior a la circunferencia.

Posiciones relativas de un punto y una circunferencia

En la Figura 40.3,

A, By C son puntos del plano de una
circunferencia de centro O y radio r.

Figura 40.3

Decimos que un punto del plano de la circunferencia es interior a la circunferencia, si su
distancia al centro es menor que un radio. Un punto esta en la circunferencia si su distancia
al centro es igual a un radio y un punto es exterior a la circunferencia si su distancia al
centro es mayor que un radio.

En la Figura 40.3 tenemos que A es un punto interior, B es un punto de la circunferencia y
C' es un punto exterior.

En el siguiente teorema probamos una propiedad muy importante de la recta tangente a una
circunferencia.
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Teorema 40.1

Toda recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio trazado al punto de
tangencia.

Prueba

En la Figura 40.4, t es una recta tangente en
el punto N, a la circunferencia con centro en

0.
Debemos probar que ON L t.

Figura 40.4

N es un punto de la circunferencia y un punto de la recta t. Como t es tangente a la
circunferencia, cualquier otro punto () de la recta t no es un punto de la circunferencia y por
tanto es exterior a ella. Luego, la medida de OQ es mayor que la medida de ON. Entonces,
ON es la menor distancia de O a la recta t y por tanto ON es perpendicular a la recta t en
el punto N.

Ejemplo 40.1

En la Figura 40.5, sean

AB un didametro de la circunferencia con cen-
troen Oy

[ y m rectas tangentes a la circunferencia en
los puntos A y B respectivamente.

Demostrar que [ || m.

Figura 40.5

Solucién

Como OB es el radio trazado al punto de tangencia, entonces OB L m.

Como OA es el radio trazado al punto de tangencia, entonces OA L .

Luego, AB 1L 1y AB 1 m.

Por tanto, [ || m porque dos rectas diferentes, perpendiculares a la misma recta, son paralelas

entre si.
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Teorema 40.2
La perpendicular trazada desde el centro de una circunferencia a una cuerda, la biseca.

Prueba

En la Figura 40.6,

AB es una cu@a d&x circunferencia con
centroen O y OC | AB.

Debemos demostrar que AC = CB.

Figura 40.6

Trazamos los radios OA y OB como se muestra en la Figura 40.6.

OA = OB por ser radios de la misma circunferencia y OC es lado comun de los triangulos

AACO y ABCO.

Como son triangulos rectangulos, aplicamos en cada uno el Teorema de Pitagoras para en-
contrar los catetos AC' y CB respectivamente.

AC =\/OA —0C"
CB=1\/0B’ -0C".

Por tanto, AC = CB.
Ejemplo 40.2

En la Figura 40.7,

AB es una cuerda de la circunferencia con
centro en O que tiene un radio r = 10 cm.

La cuerda dista 6 ¢m del centro.

., Cuél es la medida de la cuerda?

Figura 40.7

Solucién

Llamemos C' el pie de la perpendicular trazada desde O hasta AB.
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Trazamos los radios OA y OB formando los triangulos AACO y ABCO.

Como OC es la distancia del centro a la cuerda, entonces OC L AB y segitin el Teorema
40.2, C es punto medio de AB.

Por tanto, el AACO es recténgulo y podemos aplicar el Teorema de Pitdgoras para hallar el
valor de AC' y con el encontrar AB.

OA’ =0C" +AC”.
Despejando AC' y reemplazando los valores de OC' y AB tenemos
AC = \/OA* —0C” = /(102 — (6)2 = /100 — 36 = /64 = 8.

Luego, la medida de la cuerda es AB = 2(AC) = 16 cm.
Ejemplo 40.3

En la Figura 40.8,

si AB y C'D son diametros de la circunferen-
cia con centro en O,

demostrar que AC' = BD y AC'|| BD.

Figura 40.8

Solucién

Como

AO = OB por ser radios de una misma circunferencia,

ZAOC =2 ZBOD por ser opuestos por el vértice y

CO = OD por ser radios de la misma circunferencia,

entonces

ANAOC = ABOD por el criterio de congruencia L-A-L.

Luego,

AC = BD por ser elementos correspondientes de tridngulos congruentes y

/A= /B por la misma razén anterior, y como son angulos alternos internos, entonces

AC | BD.
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Ejercicios propuestos

1. Una cuerda que mide 16 cm esté a una distancia de 15 em del centro de la circunferencia.
., Cual es la medida del radio de la circunferencia?

2. En una circunferencia, una cuerda que mide 12 ¢m es paralela a una recta tangente a
la circunferencia y biseca el radio trazado al punto de tangencia. ;Cual es la longitud
del radio?

3. Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero (V) o falso (F).
(a) Un didmetro de una circunferencia determina una recta secante a la circunferencia.
(b) Un radio es una cuerda de una circunferencia.

(¢) Una cuerda de una circunferencia contiene exactamente dos puntos de la circun-
ferencia.

(d) Una recta y una circunferencia pueden tener tres puntos en comin.

(e) La interseccion de una recta y una circunferencia puede ser vacia.

Respuestas
1. 17 em.
2. 43 em.
3. (a) V
(b) F.
(c) V.
(d) F.
(e) V.
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Leccion 41

Angulos en la circunferencia

En esta leccion veremos algunos de los angulos en la circunferencia, sus nombres segtn la
posicion del vértice y de los lados respecto a ella y sus medidas.

Un angulo central de una circunferencia, es un angulo cuyo vértice es el centro de la
circunferencia.

En la Figura 41.1,
O es el centro de la circunferencia y

ZAOB es un angulo central.

Figura 41.1

Si Ay B son puntos distintos de una circunferencia, se llama arco intersecado por el ZAOB

al arco AB en el interior de ZAOB y decimos que el ZAOB interseca al arco AB.

Si queremos trabajar con el arco exterior al ZAOB, tomamos un punto cualquiera C' de la

circunferencia en el exterior de dicho angulo y denotamos el arco como ACB.

La medida en grados de AB es la medida en grados del angulo central ZAOB.
Dos arcos son congruentes si subtienden angulos centrales congruentes.

Una cuerda menor que un didmetro de la circunferencia divide a la circunferencia en dos
arcos no congruentes.

o

Si A y B son extremos de un diametro, cada uno de los arcos AB se llama semicircunfe-
rencia.

Un angulo inscrito en una circunferencia es un angulo que tiene su vértice en la circunfe-
rencia y sus lados son secantes a ella.
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Figura 41.2

N

En la Figura 41.2, decimos que el angulo £ est4 inscrito en el arco ABC e interseca al arco
AC,

A continuacién veremos algunos teoremas sobre la medida de un dngulo inscrito.

Teorema 41.1

La medida de un angulo inscrito en una circunferencia es la mitad de la medida del arco que
interseca.

En la Figura 41.3,

ZABC es un angulo inscrito en el arco ABC

e interseca el arco AC.

Si AC = n° entonces
/ABC = 1no.

2

Figura 41.3

Nota 41.1

Este teorema también es vélido si en lugar de dos rectas secantes que se cortan en la cir-
cunferencia, tenemos una recta tangente y una recta secante trazadas desde el punto de
tangencia.

Corolario 41.1

Un angulo cualquiera inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto.
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Prueba

Figura 41.4

Consideramos el ZAC'B inscrito en una semicircunferencia, como se muestra en la Figura
41.4.

Como ZAOB es llano, ZAOB = 180° y entonces la medida de AB es 180°.
1
Luego, ZACB = 5(1800) = 90°.

Ejemplo 41.1
En la Figura 41.5,

AC es didmetro de la circunferencia

con centro en O,

AC || DE y la medida del arco CE es 70°.
Hallar las medidas de ZAC'D y ZABC.

Figura 41.5

Solucién

ZACD = ZCDE por ser alternos internos entre paralelas,

ZCDE = 35° por ser un angulo inscrito que interseca un arco de medida 70°.
Luego, ZAC'D = 35°.

Como ZABC esta inscrito en una semicircunferencia, entonces ZABC = 90°.
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Por tanto, ZACD = 35° y LZABC' = 90°.
Ejemplo 41.2
En la Figura 41.6,

AB es un diametro de la circunferencia y

C'y D son puntos de la misma en lados
opuestos de AB, tales que BC' = BD.

Demostrar que AABC = AABD.

Figura 41.6

Soluciéon

Como AB es un diametro, entonces ZC' = /D y su medida es 90° por estar inscritos en
semicircunferencias.

Aplicando el Teorema de Pitagoras

(40)" = (4B)’ - (BO)" y

(4D)" = (4B)" - (BD)"

y como BC = BD, entonces AC =2 AD.

Por tanto, AABC = AABD por el criterio de congruencia L-L-L.
Ejemplo 41.3

En la Figura 41.7,

BD es un didametro.

Hallar la medida de BC =z y Zy.

Figura 41.7
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Solucion
ey VY

Como segun la Figura 41.7, /1 = /2, entonces el arco AB es congruente con el arco BC.
Por tanto x = 50°.
Asi /1 y /2 miden cada uno 25°.

Como ZBCD es recto por estar inscrito en una semicircunferencia, en el ABCD tene-
mos

Zy+ ZBCD + /2 = 180° por suma de angulos interiores de un triangulo.
Entonces, Zy = 180° — LBCD — /2 = 180° — 90° — 25° = 65°.

Luego, BC = x =50° y Ly = 65°.
Corolario 41.2

En una circunferencia los angulos inscritos en el mismo arco son congruentes.

Figura 41.8

~

En la Figura 41.8, los d4ngulos /0 y Z« estan inscritos en el mismo arco ABD y por tanto son
congruentes por tener la misma medida, que es la mitad de la medida del arco intersecado

AD.
Ejemplo 41.4

En la Figura 41.9,

O es el centro de la circunferencia.

Si ZDBC = 35°,

encontrar las medidas de ZDAC' y ZDOC.

Figura 41.9
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Solucién

Como ZDAC = /ZDBC por ser dngulos inscritos en el mismo arco, entonces, ZDAC =
35°.

El ZDBC interseca el arco DC y como la medida de un éngulo inscrito es la mitad de

la medida del arco intersecado, entonces la medida del arco DC es 2(ZDBC) = 2(35°) =
70°.

El ZDOC es un angulo central que interseca el arco DC y por tanto su medida es igual a la
medida del arco, es decir ZDOC = 70°.

Luego, Z/ZDAC = 35° y ZDOC = 70°.

Ejercicios propuestos

1. En la Figura 41.10,

AC diametro de la circunferencia de centro
Oy ZAOB = 112°.

Hallar ZBAO.

Figura 41.10

2. En la Figura 41.11,

ABAP isoésceles con AB = AP,

CD recta tangente a la circunferencia en P
y 1&}’ = 140°.

Hallar Z/BPC.

Figura 41.11
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3. En la Figura 41.12,

C'D recta tangente a la circunferencia en P,

AB =100°y ZABP = 75°.
Hallar ZBPD.

Figura 41.12

Respuestas
1. 34°.
2. 40°.
3. Hd°.
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Leccion 42

Otros angulos en la circunferencia

En esta leccion veremos otros dngulos en la circunferencia, sus medidas y las posiciones
relativas de dos circunferencias.

Teorema 42.1

La medida de un angulo formado por dos rectas secantes a una circunferencia, que se cortan
en un punto del interior de la circunferencia, es igual a la semisuma de las medidas de los
arcos intersecados por el dngulo y su opuesto por el vértice. Este angulo se llama angulo
interior.

Prueba

En la Figura 42.1,

AB y CD son rectas secantes a la circunfe-
rencia y F es el punto de corte.

Si AC = m°y BD = n°, debemos probar
que

1
LAEC = é(mO + n°).

Figura 42.1

Trazamos BC como se muestra en la Figura 42.1.

1 1
LABC = §m° y £LBCD = §n° por ser angulos inscritos en la circunferencia.

Como LZAEC = LZABC + ZBCD porque un angulo exterior de un triangulo es igual a la
suma de los dngulos interiores del triangulo no adyacentes a él, entonces

1 1 1
LAEC = §m° + §n° = §(m° +n°).

Teorema 42.2

La medida de un angulo formado por dos rectas secantes a una circunferencia, que se cortan
en un punto exterior a la circunferencia, es igual a la mitad de la diferencia de las medidas
de los arcos intersecados. Este angulo se llama dngulo exterior.
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Prueba

En la Figura 42.2,

AB y CD son dos rectas secantes a la circun-
ferencia que se cortan en el punto E exterior
a ella.

Si AC = m°y BD = n°, debemos probar
que

1
/BED = E(n0 —m°).
Figura 42.2

Trazamos BC como se muestra en la Figura 42.2.

1 1
LABC = §m° y LBCD = §n° por ser angulos inscritos en la circunferencia.

/ZBCD = /ZABC + ZBED porque un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma de
los angulos interiores del tridngulo no adyacentes a él.

1 1 1

Luego, /BED = /BCD — ZABC = §n° — émo = §(n° —m°).

Ejemplo 42.1
En la Figura 42.3,
BD = 70°y ZDFB =4/FE.
Encontrar las medidas de AC y
/FE.

Figura 42.3
Solucién

Llamemos z la medida en grados de AC.
1 ~

LE = §(BD — AC) = =(70 — z), por el Teorema 42.2 y

1
2

1 1
LDFB = §(BD + AC) = 5(70 + x), por el Teorema 42.1.

1 1
Como ZDFB = 4/F, entonces, 5(70 +z) = 45(70 — ).
Resolvamos esta ecuacion para .

70+ z = 4(70 — z)
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70 +x = 280 — 4x
5 = 210
T = 42.

1 1
Luego, ZE = 5(70 —42) = (5) 28 = 14.

Por tanto, AC = 42° y /FE = 14°.

A continuacién enunciaremos otros teoremas relacionados con angulos en la circunferencia
que no demostraremos, pero su prueba es similar a las anteriores.

Teorema 42.3

La medida de un angulo formado por una recta secante y una recta tangente a una circunfe-
rencia, que se cortan en el exterior de la circunferencia, es igual a la diferencia de las medidas
de los arcos intersecados.

En la Figura 42.4,

DA es una recta tangente a la circunferencia,
con punto de tangencia A,

C'D es una recta secante a la circunferencia
y D es el punto de corte de las dos rectas.

Si AC = m°y AB = n°, debemos probar
que

1
LADC = —(m° —n°).
Figura 42.4 2

La prueba de este teorema se deja como ejercicio para el lector.
Nota 42.1

Este teorema también es valido si las dos rectas son tangentes a la circunferencia.

Ejemplo 42.2

En la Figura 42.5,

AF es una recta tangente a la circunferencia,
con punto de tangencia B

y C'D es una recta secante a la circunferencia
que pasa por O, centro de la circunferencia.

Si Z/BAD = 35°, hallar las medidas de BC y
de ZEBD.

Figura 42.5
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Solucién

Llamemos z la medida en grados de BD y y la medida en grados de BC .

1
/BAD = 5(:1: —y) =35 (42.1)

Como CD es un didmetro, entonces = +% = 180 o sea, y = 180 — 2. Reemplazando este valor
en 42.1 tenemos

1
5 (@ — 180+ 2) = 35.

Resolviendo esta ecuaciéon obtenemos x = 125 y y = 55.

1
Luego, ZEBD = (5) (125) = 62, 5°.

Por tanto, BC =55°y ZEBD = 62,5°.
Teorema 42.4

Los segmentos de rectas tangentes a una circunferencia, trazados desde un mismo punto
exterior a la circunferencia hasta el respectivo punto de tangencia, son congruentes.

Prueba

En la Figura 42.6,

AB y AC son rectas tangentes a la circunfe-
rencia de centro O.

B y C son los puntos de tangencia.

Debemos probar que AB = AC.

Figura 42.6

Trazamos AO y los radios a los puntos de tangencia OC' y OB.

Como OC' =2 OB por ser radios de la circunferencia y ZACO =2 ZABO por ser dngulos rectos
entonces, AABO = AACO por criterio de congruencia de tridngulos rectangulos. Por tanto
AB = AC.

Posiciones relativas de dos circunferencias

Consideremos dos circunferencias de un mismo plano, con centros en los puntos O y O’ y
radios R y r respectivamente, con R mayor que r. Decimos que las circunferencias son:
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1. Concéntricas: cuando los centros coinciden.

En la Figura 42.7,

las circunferencias con centro en O y O’ son
concéntricas.

Figura 42.7

2. Interiores: cuando todos los puntos de una de ellas son interiores a la otra.

En la Figura 42.8,

las circunferencias con centros en O y O’ son
interiores.

Sus centros pueden o no coincidir.

Figura 42.8

3. Exteriores: cuando todos los puntos de una de las circunferencias son exteriores a la
otra circunferencia.

En la Figura 42.9,

las circunferencias con centros en O y O’ son
exteriores.

Figura 42.9

4. Tangentes interiores: cuando una de las circunferencias es interior a la otra y tienen
un punto en comun.
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En la Figura 42.10,

las circunferencias con centros en O y O’ son
tangentes interiores y su punto comin A es
el punto de tangencia.

Los puntos O , O" y A son colineales.

Figura 42.10

5. Tangentes exteriores: cuando todos los puntos de una de las circunferencias son
exteriores a la otra, excepto un punto, que es el punto de tangencia.

En la Figura 42.11,

las circunferencias con centros en O y O’ son
tangentes exteriores, con B el punto de tan-
gencia.

Los puntos O , By O son colineales.

Figura 42.11

6. Secantes: cuando tienen dos puntos en comun.

En la Figura 42.12,

las circunferencias con centros en O y O’ son
circunferencias secantes.

Figura 42.12

Ejercicios propuestos

1. En la Figura 42.13,
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AB y AC son rectas secantes a la circunfe-
rencia,

/A =25y /BFC = 46°.

Hallar las medidas de BC y DE.

Figura 42.13

2. En la Figura 42.14,

AB y AC son rectas tangentes a la circunfe-
rencia,

P y @ puntos de tangencia y
ZPRQ = 50°y ZRQC = 80°.
Hallar las medidas de ZBPRy ZA.

Figura 42.14

3. En la Figura 42.15,

BD = CE.
Probar que AB = AC.

Figura 42.15

4. En la Figura 42.16,
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AB y AC son rectas tangentes a la circun-
ferencia, con puntos de tangencia en B y C'
respectivamente.

Si Z/ZBAC = 72°, jcudl es la medida de cada
arco intersecado?

Figura 42.16

Respuestas
1. BC=71°, DE = 21°.
2. ZBPR =50°, ZA = 80°.
3. Ayuda: probar que ZABC = LZACB.

4. Arco mayor 252° y arco menor 108°.
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Leccion 43

Poligonos inscritos y circunscritos

En esta leccion veremos el concepto de poligono inscrito y de poligono circunscrito a una
circunferencia y las propiedades que debe cumplir un poligono para poder ser inscrito o
circunscrito a una circunferencia.

Si los vértices de un poligono son puntos que estian en una circunferencia, se dice que el
poligono es un poligono inscrito en la circunferencia y que la circunferencia es una cir-
cunferencia circunscrita al poligono.

Si todos los lados de un poligono son tangentes a una circunferencia, se dice que el poligono
esté circunscrito a la circunferencia y que la circunferencia esté inscrita en el poligono.

En la Figura 43.1,
O es el centro de la circunferencia y

ABCDE es un poligono inscrito en ella.

Figura 43.1
En la Figura 43.2,
O es el centro de la circunferencia y
ABCD es un poligono circunscrito a ella.
Figura 43.2
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No todo poligono se puede inscribir o circunscribir en una circunferencia. Los poligonos
regulares siempre se pueden inscribir o circuncribir en una circunferencia y decimos que son
inscribibles o circunscribibles en una circunferencia. En estos casos decimos que el centro
de la circunferencia inscrita o circunscrita al poligono es el centro del poligono.

Para una mejor comprension de este tema, veremos un teorema donde relacionamos los arcos
y las cuerdas en una circunferencia.

Teorema 43.1

Dos arcos son congruentes si las cuerdas que los subtienden son congruentes.

En la Figura 43.3,
O es el centro de la circunferencia y

AB = CD.
Entonces AB = CD.

Figura 43.3

Notas 43.1

1. El reciproco de este teorema también es vélido, esto es, si dos cuerdas de una circunfe-
rencia son congruentes, los arcos subtendidos también son congruentes.

2. Sabemos que las mediatrices de los lados de un triangulo se intersecan en un tnico
punto O que se conoce como circuncentro del tridngulo. Este punto es el centro de
la circunferencia circunscrita al triangulo y de ahi su nombre.

3. También vimos que las bisectrices de los dngulos de un triangulo se intersecan en un
mismo punto C' que se conoce como incentro del tridngulo. FEste punto es el centro
de la circunferencia inscrita al tridngulo y su nombre también esta relacionado con la
circunferencia.

4. Por tres puntos no colineales pasa una tnica circunferencia.

Por tanto, con base en 2. y 3., todo tridngulo puede ser inscrito o circunscrito a una circun-
ferencia.
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Construccion 43.1

., Coémo trazar una circunferencia que pasa por tres puntos no colineales?

En la Figura 43.4,

A, By C son tres puntos no colineales del
plano.

Vamos a encontrar el centro de la circunfe-
rencia que pasa por estos puntos.

Figura 43.4

Trazamos los segmentos AB y BC y sus mediatrices, las cuales se cortan en O, como se
muestra en la Figura 43.4

Este punto O es el centro de la circunferencia que pasa por los tres puntos, cuyo radio es OA.

En la Figura 43.5,

se muestra la circunferencia de centro en O

y radio OA.

Figura 43.5

., Qué pasa si se tienen méas de tres puntos no colineales? Veamos el caso de cuatro puntos
no colineales, que determinan un cuadrilatero convexo. El cuadrilatero es inscribible en
una circunferencia si existe una circunferencia que pase por sus cuatro vértices.

A continuacién veremos las condiciones que se requieren para que un cuadrilatero convexo
sea incribible en una circunferencia.

Teorema 43.2

Si un cuadrilatero convexo esté inscrito en una circunferencia, sus angulos opuestos son
suplementarios.
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En la Figura 43.6,

ABC D es un cuadrilatero inscrito en una cir-
cunferencia.

Debemos probar que

LA+ /ZC=180°y /B + /D = 180°.
Figura 43.6

Prueba

Como el cuadrilatero ABC'D esté inscrito en la circunferencia, entonces A , B , C'y D son
puntos de la circunferencia y sus lados AB , BC' , C'D y DA son cuerdas de la circunferen-
cia.

Por tanto, ZA |, ZC' |, ZB y ZD son angulos inscritos en la circunferencia. Luego,

1~ 1~
/A=BCD y £C=BAD.

1 ~~

/B = %ADC y 4D = jABC.

Por tanto,
1

~~ o 1
LA+ LC = §(BCD + BAD) = 5(3600) = 180°
1, = - 1
B+ /D = §(ADC + ABC) = 5(3600) = 180°.
Luego, los dangulos opuestos del cuadrilatero son suplementarios.

El reciproco de este teorema también es valido, esto es, si los &dngulos opuestos de un
cuadrilatero convexo son suplementarios, entonces el cuadrilatero es inscribible en una cir-
cunferencia.

Ejemplo 43.1

En la Figura 43.7,

PQRS es un cuadrilatero inscrito en una cir-
cunferencia.

Si /P =60°y PSR= 128°,
hallar ZQ , ZR y ZS.

Figura 43.7
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Solucion

Por el Teorema 43.2, /P y ZR son suplementarios, por tanto /P + ZR = 180°. Luego
/R =180° — ZP = 180° — 60° = 120°.

Como PSR + RQP= 360°, entonces RQP= 360°— PSR= 360° — 128° = 232°. Luego,
1.~ 1

/8 = JRQP = _(232°) = 116"

Como £S5 + Z¢) = 180°, entonces /() = 180° — £S = 64°.

Luego, /S = 116° , /Q = 64° vy /R = 120°.

{COémo inscribir o circuncribir un poligono regular en una circunferencia?

A continuaciéon veremos dos teoremas que nos muestran coémo inscribir o circunscribir un
poligono regular, de cualquier niimero de lados, en una circunferencia.

Teorema 43.3

Si una circunferencia se divide en arcos congruentes, la linea poligonal que une los extremos
de los arcos determina un poligono regular inscrito en la circunferencia.

En la Figura 43.8,

O es el centro de una circunferencia de radio r.
SiA,B,C,D E . son puntos de la circun-
ferencia tales que AB BC CD DE

debemos demostrar que el poligono ABCDE... es
un poligono regular.

Figura 43.8

Prueba

Como los arcos son congruentes, entonces las cuerdas que los subtienden también son con-
gruentes, es decir,

AB=BC=CD=DFE = ..

Como arcos congruentes determinan angulos centrales congruentes,

LAOB = /BOC = ZCOD = ZDOFE = ...

Como OA =2 OB = OC = ... por ser radios de una misma circunferencia, entonces

ANAOB =2 ABOC = ACOD = ADOEFE ... por criterio de congruencia L-A-L. Luego, los
angulos de las bases de los triangulos isosceles que forman los radios con las cuerdas también
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son congruentes, y por tanto, los angulos formados por las cuerdas son congruentes, o sea
/ABC = /BCD = /ZCDFE = ... y estos son los dngulos interiores del poligono.

Entonces, el poligono ABCDE... es regular, por tener sus lados y sus angulos congru-
entes.

Teorema 43.4

Si una circunferencia se divide en arcos congruentes, los puntos de corte de las rectas tangentes
en los extremos de los arcos, determinan un poligono regular circunscrito a la circunferen-
cia.

En la Figura 43.9,

O es el centro de una circunferencia de radio r.
A,B,C,D, E - son puntos de la circunfe-
rencia tales que AB BC CD DE

Si trazamos las rectas tangentes a la circunferencia
en los puntos A, B, C , D , E, ... que se cortan
enPl,PQ,Pg,P4, ey

debemos demostrar que el poligono P, P, P3P;... es
un poligono regular.

Figura 43.9

Prueba

Sabemos que los segmentos tangentes trazados desde un punto exterior a una circunferencia
al punto de tangencia son congruentes. Por tanto,

AP, = PLB= BP, = P,C=CP; = P3D = DPy, ..
ComoplB‘l—BPQ:PlPQ,P20+CP3:P2P3,

entonces,

PP, = PPy = P3Py ...

Por tanto, los tridngulos isésceles son congruentes, es decir,

ANAP,B= ABP,C =2 ACP;D =2 ADP,FE =, ... por criterio de congruencia L-L-L.
Luego, los dngulos también son congruentes, o sea,

LP, =P = APy Py

Luego, el poligono P, P,P3P;... es regular, por tener sus lados y sus angulos respectivamente
congruentes.
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Ejemplo 43.2
Dibujar un cuadrado inscrito y uno circunscrito a una circunferencia.
Solucién

Como el cuadrado es un poligono regular, el problema tiene soluciéon. Debemos dividir la
circunferencia en cuatro arcos congruentes y para ello trazamos dos diametros perpendiculares
entre si, como se muestra en la Figura 43.10.

Figura 43.10

Como AC L BD, los angulos centrales son rectos y ademéas AB = BC = CD = DA.

Por tanto, ABCD es un cuadrado inscrito por tener los cuatro lados congruentes y sus
diagonales también congruentes.

Para trazar el cuadrado circunscrito, trazamos rectas tangentes a la circunferencia en los
puntos A , B, C'y D que se cortan en los puntos £ , F' , Gy H, y tenemos el cuadrado
EFGH circunscrito a la circunferencia.

Ejemplo 43.3
., Como trazar un hexdgono regular inscrito en una circunferencia?
Solucién

Supongamos el ejercicio resuelto, y veamos el hexagono en la Figura 43.11.

Figura 43.11
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Si trazamos los radios a los vértices del hexagono, se forman seis triangulos isésceles congru-
entes.

Veamos el AAOB: el angulo del vértice mide 60° porque la circunferencia esté dividida en
seis arcos congruentes, y cada uno mide 60°. Como el tridngulo es isosceles, los angulos de
la base son congruentes y por tanto, cada uno mide 60°, o sea que el tridngulo es equilatero
y cada lado tiene la misma medida del radio.

Es decir, la medida del lado de un hexégono regular es igual al radio de la circunferencia en
la cual esté inscrito y para dibujarlo, abrimos el compés con una abertura igual al radio y
marcamos puntos en la circunferencia con dicha medida. Al unir los puntos consecutivos
tenemos el hexagono regular ABCDEF.

. Qué poligono se forma si en lugar de unir los puntos consecutivamente, lo hacemos uniendo
de dos en dos?
Ejercicios propuestos

1. ;Cuéles de los siguientes cuadrilateros se pueden inscribir en una circunferencia : rombo,
trapecio rectangulo, trapecio isosceles, rectdngulo, paralelogramo? Justificar la res-
puesta.

2. Dibujar un octagono regular inscrito en una circunferencia.

3. Dibujar un dodecagono regular circunscrito a una circunferencia.

Respuestas
1. Trapecio isosceles y rectangulo.

2. Ayuda: a partir del cuadrado inscrito, trazar las bisectrices de los angulos formados
por las diagonales.

3. Ayuda: iniciar con el hexagono regular inscrito.
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Leccion 44

Longitud de una circunferencia

Circulo y area de un circulo

En esta leccion veremos como hallar la longitud de una circunferencia. Presentaremos ademas
el concepto de circulo y la forma de calcular su area.

Longitud de una circunferencia

Sea O un punto de un plano dado y sea r un nimero real positivo.

Consideremos una circunferencia de centro O y radio r. Inscribamos un poligono regular de
n lados en la circunferencia y empecemos a aumentar el niimero de lados del poligono, como
se observa en la Figura 44.1.

Figura 44.1

Al incrementar el nimero de lados del poligono regular inscrito observamos que la linea poli-
gonal cerrada se va aproximando a la forma de la circunferencia circunscrita, y su perimetro,
a medida que n aumenta, va aumentando y se va aproximando a un nimero fijo.

Si consideramos la misma circunferencia y circunscribimos un poligono regular de n lados
y de nuevo empezamos a aumentar el nimero de lados del poligono circunscrito, como se
observa en la Figura 44.2, vemos que a medida que n aumenta la linea poligonal cerrada se
va acercando cada vez a la forma de la circunferencia inscrita y su perimetro va disminuyendo
y acercandose al mismo numero fijo.
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Figura 44.2

Decimos que la longitud de la circunferencia es el nimero al que se aproximan los

perimetros de los poligonos regulares inscritos y circunscritos a ella cuando se incrementa
indefinidamente el namero de sus lados.

Si denotamos por L la longitud de la circunferencia y por d su didmetro, el siguiente resultado
nos permite hallar una férmula para calcular L.

La razon entre la longitud L de una circunferencia y su diametro d es la misma para todas
las circunferencias. Esto es, si tenemos dos circunferencias cualesquiera de longitudes L y
L'y didametros d y d’' respectivamente, como se muestra en la Figura 44.3,

Figura 44.3
L U
d d

La razon 7 es un nimero constante igual al ntimero 7.

— = T.

d

Puesto que 7 es un ntmero irracional, m = 3, 141592653..., la longitud de cualquier circunfe-
rencia es también un namero irracional. Es costumbre expresar, por precision, la longitud
de la circunferencia en términos de 7 y no en términos de un valor aproximado de 7.
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Circulo

Dada una circunferencia de centro O y radio r, llamamos circulo de centro O y radio r a la
porcién del plano limitada por la circunferencia, incluida ésta. Es decir, el circulo con centro
en O y radio r esta formado por todos los puntos del plano que estan en la circunferencia y
los puntos interiores a ella.

Figura 44.4

Para hallar el 4rea de un circulo de centro O y radio r, consideremos un poligono regular de
n lados inscrito en la circunferencia de centro O y radio r. La distancia de O a cada lado
del poligono se llama apotema del poligono y la denotamos por a.

Si trazamos los radios de la circunferencia a cada vértice del poligono inscrito, éste queda
dividido en n triangulos que tienen como base el lado del poligono y como altura a, como se
muestra en la Figura 44.5.

Si los lados del poligono regular tienen como medida [, el area del poligono es:

Aapeperca = Apaos + Aapoc + Arcop + -+ + Aaroa

1 1 1 11—
= _AB -B —CD 4+ -HA
5 a+2 C’a—|—20 a+ —1—2 a

1 -
=5 |dB+BC+CD+ - HA|a

Perimetro del poligono
(l—i—l—i-"-—l-l)a
N————
n veces
1

zé(nl)a

1

= §P ABCDEFGHQ-

N —

Como observamos en la Figura 44.5, a medida que aumentamos el nimero de lados del
poligono inscrito, vemos que a se va aproximando a r, Pagcprag Se va aproximando a la
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longitud L de la circunferencia y la regiéon del plano limitada por el poligono se va acercando
cada vez mas a la region encerrada por la circunferencia.

Figura 44.5

De manera similar, si consideramos un poligono de n lados circunscrito a la circunferencia y
aumentamos el nimero de sus lados, como se observa en la Figura 44.6, la regién encerrada
por el poligono va disminuyendo a medida que n aumenta y se va aproximando a la region
encerrada por el circulo.

Figura 44.6

Decimos entonces que el area del circulo, que denotaremos A, es el nimero real al que
se aproximan las areas de los poligonos regulares inscritos y circunscritos a ella cuando se

1
incrementa indefinidamente el nimero de sus lados. Esto es, A = 5[//’.

Como L = 27r, entonces

(2mr)r = 7’

AzlLr:
2
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Ejemplo 44.1
En una circunferencia de radio 4 ¢m inscribir un cuadrado.

1. Hallar el perimetro y el area del cuadrado inscrito en la circunferencia.

2. Hallar la longitud de la circunferencia y el area del circulo.

3. Hallar el area de la region contenida en el circulo y fuera del cuadrado inscrito.
Solucién

Con el compés trazamos la circunferencia de centro O y r = 4 y dos de sus didmetros que
sean perpendiculares entre si, para obtener cuatro arcos congruentes sobre la circunferencia.
Llamamos A, B, C'y D los puntos obtenidos sobre la circunferencia y los unimos en forma
consecutiva, obteniendo asi el cuadrado ABC'D inscrito en la circunferencia, como se muestra
en la Figura 44.7.

Figura 44.7

1. Llamemos [ la medida del lado del cuadrado.

Como el AAOB es rectangulo, por Teorema de Pitagoras, tenemos que:
(AB)* = (OA)" + (OB)"
12 — 42 1 42
I? =2(4%)
[ =4v2.

Luego, el perimetro del cuadrado inscrito es Pagep = 4l = 4(4\/5) = 16v2 em y su
area es Aapop = 12 = (4\/5)2 = 32 em?.

2. La longitud de la circunferencia es L = 2rr = 2m(4) = 87 cm y el area del circulo es

A=nmr* =7(4)* = 167 cm?.
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Figura 44.8
Ejemplo 44.2

El area de la regiéon contenida en
el circulo y fuera del cuadrado ins-
crito es la region sombreada en la
Figura 44.8.

Si llamamos A’ su area, entonces

A=A~ Aagop
= 16m — 32
= 16(7 — 2) em?.

En cada numeral, hallar el adrea del circulo en términos de 7 si:

1. El radio es 3 cm.

2. El diametro es 10 cm.

3. La longitud de la circunferencia es de 167 cm.
Solucién

En cada numeral, llamemos A el area de circulo.

1. El area del circulo con r = 3 es A = 7r? = 7(3)? = 97 cm?.

2. Como el diametro es 10 ¢m, el valor del radio es la mitad o sea r = 5 ¢m, y asi

A =m(5)? =25 cm?.

3. Para hallar el area del circulo debemos encontrar el radio de la circunferencia. Como
L =167 y L = 27r entonces 167 = 27r, es decir, r = 8cm.

Luego, el area del circulo es A = 7(8)% = 641 cm?.

Ejercicios propuestos

1.

Figura 44.9
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En la Figura 44.9, si el
cuadrilatero ABCD es un
cuadrado cuyo lado mide 4 cm,
hallar:
(a) El area A; del circulo ins-
crito en el cuadrado.
(b) El area A, del circulo cir-
cunscrito al cuadrado.



En la Figura 44.10,

hallar el area A de la regiéon som-
breada, si el radio del circulo cir-
cunscrito al hexagono es 12 cm.

Figura 44.10

3. La base de un tanque de forma cilindrica es una circunferencia cuya longitud es 10 m.
Si el tanque esta rodeado por una malla circular situada a 2 m de la base del tanque,
hallar la longitud L de la malla en términos de 7.

Respuestas
1. (a) 47 cm?.
(b) 87 ecm?.

2. L =T72(2r — 3v/3) cm.

Ayuda: recordar que el lado del hexagono regular inscrito es igual al radio de la circun-
ferencia circunscrita.

3. L = (10 + 47) m.

Ayuda: la circunferencia determinada por la malla tiene el mismo centro que la circun-
ferencia determinada por la base.
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Leccion 4D

Sector circular, segmento circular y corona circular

En esta leccion veremos los conceptos de segmento circular, sector circular y corona circular.
Ademas mostraremos ejemplos calculando el area de algunas de estas regiones del plano, a
partir del area del circulo.

Sector circular

Es la porciéon de un circulo limitada por un dngulo central y el arco intersecado por él.

En la Figura 45.1, si
ZAOB es un angulo central y

AB es el arco intersecado por el ZAOB,
AOB es el sector circular correspon-

diente.

Figura 45.1

El area de un sector circular es proporcional a la medida del angulo central.
El 4rea de un circulo de radio r es 7r? y corresponde a un angulo central de 360°.

Si, por ejemplo, tenemos una circunferencia de radio r = 1, el area del circulo correspondiente
es mr? = (1) = 7. Si queremos hallar el drea de un sector de dicho circulo cuyo édngulo

central mide 60°, como 60° = 6 (360°) , entonces

1 1 7
area del sector circular = 8 (area del circulo) = 6(#) =35
Veamos un ejemplo en el que aplicamos este concepto.

Ejemplo 45.1

Hallar, en términos de , el area de cada uno de los sectores circulares de la Figura 45.2.
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Figura 45.2

Solucién

Como el angulo central ZAOB es un angulo llano y 180° = 5 (360°), el area del sector circular
AOB es igual a la mitad del area del circulo de radio r = 12/2 = 6 ¢m, esto es,

area del sector circular AOB = % (7rr2) = % (7T (62)) = ?ﬂ' = 187 em?.

1
Como el angulo central es ZCOD = 90° y 90° = 1 (360°), el area del sector circular COD
es igual a una cuarta parte del area del circulo con » =4 ecm. Luego,

1 1 16
area del sector circular COD = 2 (mr?) = 1 (7 (4%)) = Vi 47 cm?.

1
Como el angulo central es ZFOD = 60° y 60° = G (360°), el sector circular FOD corresponde

a 1/6 del circulo de r = 2 cm, esto es,

1
area del sector circular FOD = g (7r7"2) =

1
Como el angulo central es ZHOJ = 120° y 120° = 3 (360°), el sector circular HOJ corres-
ponde a 1/3 del circulo de =9 em, esto es,

(m(9%)) = gw = 271 em?.

1 1
area del sector circular HOJ = 3 (7r7‘2) = 3 3

Segmento Circular

Es la porcion de un circulo limitada por una cuerda y el arco subtendido por ella.

En la Figura 45.3, si

AB es una cuerda de la circunferencia

y AB es el arco subtendido por AB,
AD B es el segmento circular correspon-

diente.

Figura 45.3
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Si la cuerda es un didmetro, el segmento circular se llama semicirculo. Un didmetro de
una circunferencia divide al circulo en dos semicirculos.

En la Figura 45.4,
AB es un diametro de la circunferencia
con centroen Oy ADB y AEB son

semicirculos.

Figura 45.4

En la Figura 45.5, vemos que el area de un segmento circular AD B es igual al area del sector
circular OAD B menos el area del AAOB.

Area del segmento circular ADB =

area del sector circular OADB — area del AAOB

Figura 45.5
Ejemplo 45.2

En la Figura 45.6, si

la circunferencia de centro O

tiene radio r = 6 cm,

ZAOB = 120° y la cuerda AB = 6v/3 cm,
hallar el area del segmento circular ADB.

Figura 45.6

Solucion

El area del segmento circular ADB es igual al area del sector circular OAD B menos el area

del AAOB.
Asegmento ADB — Asector OADB — AAAOB‘
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Como el angulo central ZAOB = 120°, el area del sector circular OADB es

1 36
Asector 0ADB = § (71—(62)) = ?77' = 127 em?.

Para hallar el drea del AAOB debemos hallar primero su altura . Como el AAOB es
isosceles, la altura h = OC' trazada a la base AB del tridngulo es también mediana y por lo

tanto, AC = %E = %(6\/3) = 3v/3. Luego, por Teorema de Pitagoras,
i = (A0)" - ()’
- (v3)
=36 — 27

=9.
Por tanto, h = 3 y asi

AAAOB = (AB) (6\/_)( ) 2 \/_ = 9\/§ cm
Luego,
Asegmento ADB — 127 — 9\/5 =3 (47T — 3\/3) Cm2
Ejemplo 45.3

En la Figura 45.7 se muestra una ventana,
formada por un cuadrado y coronada por
un semicirculo.

Hallar su area.

Figura 45.7

Solucion

Para calcular el area de la ventana hallamos primero el area del cuadrado, luego el area del
semicirculo y finalmente sumamos estos dos resultados.

Llamemos [ el lado del cuadrado y r el radio del semicirculo.
[

Como r = 2 entonces el area del cuadrado es [2 = 82 = 64 em? y el area del semicirculo es
1 1
577/’2 = (4) = 81 cm?.
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Luego, el area de la ventana es (64 + 8) cm?.

Corona circular

Es la porciéon de un plano limitada por dos circunferencias concéntricas.

Figura 45.8

El area de una corona circular es igual a la diferencia entre las areas de los dos circulos, como
se observa en la Figura 45.8. Luego,

Area de corona circular = 71> — ' =7 (7‘2 — T’) )

Ejemplo 45.4

La base de un tanque de forma cilindrica es una circunferencia cuya longitud es 10 m. El
tanque estd rodeado por una malla circular situada a 2 m de la base del tanque. Si la
circunferencia determinada por la malla y la circunferencia determinada por la base son
concéntricas, hallar el drea del terreno ubicado entre la base del tanque y la malla.

Solucion

En un ejercicio propuesto en la leccion anterior encontramos que la longitud de la malla, que
llamaremos Ly, es L, = (10 + 47) m.

Si llamamos L; la longitud de la circunferencia de la base del tanque, L; = 10 m.

Si r,, es el radio de la circunferencia de la malla y r; es el radio de la circunferencia del
tanque, entonces r,,, =y + 2.
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Como el terreno ubicado entre el tanque y la malla es una corona circular, si llamamos Ar
el area del terreno, A; el area del circulo del tanque y A,, el area del circulo de la malla,

entonces
Ar = A, — A, (45.1)
Ahora,

1 1

y como L; = 2nry y Ly = 10 entonces

_10_5
Tt—27r—7rm.
Luego,
1 5
A, ==(1 4 —+2
m 2( 0+ 4m) <7r+ )
YGRS |
2 T T T
1
=—(5+2m) (5+2n)
T
1 2
=—(5+2m)". (45.2)
T
Ademés,
1
At—§LtT’t
1 5
= 2(10) [ =
;00 (2)
25
== 45.
= (15.3)

Reemplazando 45.2 y 45.3 en 45.1 tenemos

1 25
Ap == (5+2rm)° - =
m T

= % (25 4 207 + 4n? — 25)

1 2
—W(207T+47T)

L lar (54 )]

T
=4(5+m).
Luego, el area del terreno ubicado entre la base del tanque y la malla es

4(5+m) m?.
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Ejemplo 45.5

En la Figura 45.9,

ABCD es un cuadrado,

los arcos tienen centro en A, B, C'y D
y radio 9 cm.

Calcular el area sombreada.

Figura 45.9

Solucion

El area sombreada es igual al area del cuadrado menos el area de las cuatro partes de circulo
trazadas.

Como cada una de ellas se trazdé desde un vértice con angulo recto, entonces cada una es
una cuarta parte del circulo y como son cuatro, son equivalentes a un circulo de radio 9 cm.

Luego, el area del cuadrado es
(18)% = 324 em?,

el area del circulo es
7(9)? = 817 em?.

Por tanto, el area sombreada es (324 — 817) cm?.

Ejemplo 45.6

En la Figura 45.10,
AB es un diametro,
AC =12y CB = 16.

Calcular el 4rea sombreada.

Figura 45.10

Solucion

El AACB es rectangulo con ZC' recto, por estar inscrito en una semicircunferencia.
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El area sombreada es igual al area del circulo menos el area del triangulo.

Para hallar el diametro AB aplicamos el Teorema de Pitagoras

(AB)* = (AC)” + (CB)” = (12)* + (16)* = 400.

- 11—
Entonces AB = 20 y como el radio r es 3 AB, r = 10.

Luego, el area del circulo es
7(10)? = 1007 cm?,

el area del triangulo es
(12)(16)
2

Por tanto, el area sombreada es (100 — 96) cm?.

= 96 cm?.
Ejemplo 45.7

En la Figura 45.11,
AB es un diametro
y AB = 16 cm.

Calcular el area sombreada.

Figura 45.11

Solucién
El 4rea sombreada es igual al drea del rectangulo menos el area del semicirculo.

Como la altura del rectangulo es el radio del semicirculo, que a su vez es la mitad del diametro,
es decir 8 cm, entonces el area del rectangulo es

b-h=16-8 =128 cm?,

el area del semicirculo es ) .
§7r(7‘)2 = §7T(8)2 = 321 cm?.

Luego, el area sombreada es (128 — 327) cm?.

Ejercicios propuestos

1. Una corona circular tiene un 4rea de A cm? y uno de sus radios es el doble del otro.
Hallar el valor de los radios en términos de A y .
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Figura 45.12

Figura 45.13

Respuestas

/A o | A
. cmy 3 cm.

1.
2. (a) 5cm.
25

(b) = (2m — 3V/3) em?.

12
3.3 (27r — 3\/3) cm?.

En la Figura 45.12, si
la circunferencia tiene centro en O
y radio r y el ABOA es equilatero

25v/3
4

em?,

y su area es

(a) hallar el radio r de la circunferen-
cia,

(b) hallar el area del segmento circu-
lar BC A.

En la Figura 45.13, si
la circunferencia tiene centro en O
yradior =6 cmy £ZXOZ = 60°,

hallar el area del segmento circular XY Z.
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109

Medida de angulos, 35

Medida de segmentos, 8

Medida de un angulo central, 297

Medida de un angulo inscrito, 298

Medida en grados de un arco, 297

Minuto, 36

Nonégono, suma de angulos interiores de un,
220

Octégono, suma de angulos interiores de un,
220

Operaciones con angulos, 51

Operaciones con segmentos de una misma recta,
17

Origen de una semirrecta, 7

Ortocentro, 149

Paralela por punto exterior, construccion de,
96
Paralelogramo, 225
Paralelogramo, angulos de un, 227
Paralelogramo, area de un, 261
Paralelogramo, altura de un, 226
Paralelogramo, base de un, 226
Paralelogramo, construccion de, 237
Paralelogramo, diagonales de un, 233
Paralelogramo, lados de un, 226
Paralelogramo, perimetro de un, 261
Paralelogramos especiales, 241
Perimetro de un cuadrado, 260
Perimetro de un paralelogramo, 261
Perimetro de un poligono, 257
Perimetro de un rectdngulo, 259
Perimetro de un rombo, 267
Perimetro de un trapecio, 268
Perimetro de un triangulo, 265
Perpendicular a una recta, construccion de,
83
Pie de las perpendiculares, 79
Pitagoras, Teorema de, 271
Plano, 2, 3, 29
Planos, posiciones relativas de dos, 31
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Poligono, 211
Poligono concavo, 211
Poligono circunscrito, 313 Producto de un segmento por un niimero real
Poligono convexo, 211 positivo, 20
Poligono convexo, suma de angulos exteriores Propiedades de las proporciones, 1638

de un, 220 Proporcion, 168

Poligono convexo, suma de angulos interiores Proporcionalidad de segmentos, 168
de un, 219 Proporcionalidad, teorema fundamental de la,

Producto de un angulo por un nimero real
positivo, 53

Poligono equiadngulo, 220

Poligono equilatero, 214

Poligono inscrito, 313

Poligono regular, 220

Poligono, angulo de un, 217

Poligono, angulo exterior de un, 217
Poligono, dngulo interior de un, 217
Poligono, dngulos consecutivos de un, 217
Poligono, d4ngulos opuestos de un, 217
Poligono, area de un, 257

Poligono, apotema de un, 323
Poligono, diagonal de un, 217
Poligono, lado de un, 211

Poligono, lados consecutivos de un, 214
Poligono, perimetro de un, 257
Poligono, vértice de un, 211

Poligono, vértices consecutivos de un, 214
Poligono, vértices opuestos de un, 214
Poligonos circunscribibles, 318
Poligonos inscribibles, 317

Poligonos segtin ntimero de lados, 212
Poligonal, 209

Poligonal abierta, 209

Poligonal concava, 210

Poligonal cerrada, 209

Poligonal convexa, 209

Poligonal, linea, 209

Poligonal, lado de una, 209

Poligonal, vértice de una, 209
Posiciones relativas de dos planos, 31

Posiciones relativas de una recta y un plano,

32
Postulado, 1

Primer criterio de congruencia de triangulos,

134

173
Proporciones, propiedades de, 168
Punto, 2
Punto de tangencia, 291
Punto exterior a la circunferencia, 292
Punto interior a la circunferencia, 292
Punto medio de un segmento, 15

Punto medio de un segmento, construccion

de, 15
Puntos colineales, 4
Puntos coplanares, 30

Quinto postulado, 87

Radio de una circunferencia, 36, 291
Rayo, 7

Razon, 168

Rectangulo, 241

Recténgulo, area de un, 259
Recténgulo, diagonal de un, 279
Rectangulo, diagonales de un, 242
Rectangulo, dimensiones del, 241
Rectéangulo, perimetro de un, 259
Recta exterior a una circunferencia, 291
Recta secante, 89

Recta secante a una circunferencia, 291
Recta tangente a una circunferencia, 291
Recta transversal, 89

Recta y plano, posiciones relativas de, 32
Rectas coplanares, 31

Rectas en el triangulo, 149, 157

Rectas paralelas, 87

Rectas perpendiculares, 79

Regla graduada, 1

Resta de angulos, 52

Resta de segmentos, 19

Rombo, 241

Problemas de aplicaciéon de semejanza de trian- Rombo, area de un, 267

gulos, 193, 201

Rombo, diagonales de un, 244
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Rombo, perimetro de un, 267

Secante, recta, 89

Sector Circular, 329

Segmento, 8

Segmento Circular, 330

Segmento de recta, 8

Segmento, extremo de un, 8

Segmento, mediatriz de un, 81

Segmento, medida de, 8

Segmento, punto medio de un, 15

Segmentos congruentes, division de un seg-
mento en, 167

Segmentos entre paralelas, congruencia de, 166

Segmentos proporcionales, 171

Segmentos, congruencia de, 11

Segmentos, operaciones con, 17

Segmentos, proporcionalidad de, 168

Segmentos, resta de, 19

Segmentos, suma de, 17

Segundo, 36

Semejanza de figuras, 179

Semejanza de triangulos, 179

Semejanza de triangulos rectangulos, 181, 188

Semejanza de tridangulos, criterios de, 180

Semejanza de tridngulos, problemas de apli-
cacion, 193, 201

Semicirculo, 331

Semicircunferencia, 297

Semiplano, 29

Semirrecta, 7

Semirrectas coplanares, 31

Sistema métrico decimal, 8

Sistema sexagesimal, 35

Suma de angulos, 51

Suma de angulos exteriores de un poligono
convexo, 220

Suma de angulos interiores de un nonégono,
220

Suma de angulos interiores de un octégono,
220

Suma de &ngulos interiores de un poligono
convexo, 219

Suma de segmentos, 17

Suplemento de un angulo, 65

Tales, Teorema de, 171, 182

Tangencia, punto de, 291

Tangentes exteriores, 310

Tangentes interiores, 309

Teorema, 1

Teorema de Pitagoras, 271

Teorema de Pitagoras, algunas aplicaciones,
279, 285

Teorema de Pitagoras, ilustracion grafica, 273

Teorema de Tales, 171, 182

Teorema fundamental de la proporcionalidad,
173

Transportador, 1, 36

Trapecio, 225, 249

Trapecio isosceles, 249

Trapecio isosceles, angulos de un, 254

Trapecio isosceles, diagonales de un, 255

Trapecio rectangulo, 249

Trapecio, area de un, 268

Trapecio, altura de un, 249

Trapecio, base mayor de un, 249

Trapecio, base menor de un, 249

Trapecio, bases de un, 249

Trapecio, perimetro de un, 268

Triangulo, 101

Triangulo acutangulo, 118

Tridngulo equiangulo, 118

Tridngulo equilatero, 117

Tridngulo equilatero, drea de un, 282

Triangulo escaleno, 117

Triangulo is6sceles, 117

Tridngulo isosceles, altura de un, 280

Tridngulo isosceles, base de un, 117

Triangulo obtusangulo, 118

Triangulo rectangulo, 118

Tridngulo, angulo exterior de un, 101

Triangulo, 4ngulos interiores de un, 101

Tridngulo, area de un, 265

Tridngulo, altura de un, 149

Tridngulo, baricentro de un, 157

Triangulo, bisectriz de un, 159

Tridngulo, circuncentro de un, 151

Tridngulo, construcciéon de un, 125

Tridngulo, elementos correspondientes de un,
133

Tridngulo, elementos de un, 125

Tridngulo, incentro de un, 159
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Triangulo, lados de un, 101

Tridngulo, mediana de un, 157
Triangulo, mediatriz de un, 151
Triangulo, ortocentro de un, 149
Triangulo, perimetro de un, 265
Triangulo, vértices de un, 101

Triangulos congruentes, 133

Tridngulos rectangulos, semejanza de, 181
Triangulos, congruencia de, 133
Tridngulos, semejanza de, 179

Unidad cuadrada, 258
Unidad de area, 258

Vértice de un éangulo, 35

Vértice de un poligono, 211

Vértice de una poligonal, 209

Vértice, angulo del, 117

Vértices consecutivos de un poligono, 214
Vértices de un triangulo, 101

Vértices opuestos de un poligono, 214
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